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AVERTISSEIENT. 


Comme pour le premier Volume, nous suivons a 
le Tome II l’ordre clironologique. Les M^moires 
vont de 1858 a 1872; nous y avons joint des Note 
Hermite dans diff^rents Ouvrages, quelques pages 
d } Analyse de TEcole Polytechnique, et une Lettre 
se rapportant aux fonctions modulaires. 

II m’est agr^able d’offrir a M. Henry Bourget m 
ciments pour le concours tr&s pr^cieux qu’il m’a a] 
revision du texte et dans la correction des <5prei 
calculs ont <£te refaits ou au moins indirectement co 
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Le second systeme sera forme des 
cubiques adjointes, savoir : 

PU = — - r J~r-( 

QU = (i — i o / 3 ) (x z — y z -+- - 


J’omets a dessein les covariants et 
superieur an troisieme, n’ayantpas i 
seulement que les combinaisons lin- 

«U+6| 
6 aPU+ f 

ou a et (3 sont des constantes indete 
la premiere un covariant et la secc 
On en peut conclure que les invaria 
ordre de ces deux fonctions, que no 
de cette maniere : 

S( aU -4-6 
S(6a PU -4- 
T( aU -4-6 
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les racines de l’autre forme, c’est-a-i 


seront 


48Sa; 4 -f- ST .a? 3 — 96 S 2 ^* 2 — 24 r 



Je reviendrai sur ce point dans un } 
pose d’etablir entre autres choses 
toujours une substitution lineciii 
forme cubique donnee a coefficients 

X* y'* -I- ^ 3 ~r 

La meme chose n’a pas lieu, comn 
biquadratiques, ni pour les formes c 


SUR LA RESOLUTION 


DK 

'EQUATION DU CINQUIEME DEOR 


es rendus de VAcade/nie des Sciences , t. XLVI, 1 858 (I) 


sait que liquation generate du cinquieme degr^ pe 
6e, par une substitution dont les coefficients se deter 
nployer d’autres irrationnalit^s que des radicaux a 
les, a la forme 

x* — x — a = o. 

ultat remarquable, du au g£om£tre anglais M. Jerr; 
le plus important qui ait fait dans la thcorie alg< 
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analytique. On peut en effet cone 
lion des equations algebriques so 
celui qui depuis longtemps a ete 
equations des quatre premiers de 
attache. Au lieu de chercher a rej 
cale a determinations multiples le 
ment liees enlre elles lorsqu’on 
des coefficients, on peut, ainsi qu 
le troisieme degre, chercher, en 
liaires, a obtenir les racines sepaj 
fonelions distinctes et uniformes r 
Dans le cas dont nous venons de j 

cc z — 3 x 


il suffit, comme on sait, de repres 
d’un arc a pour que les racines se 
bien determinees 

. a . a + 

2 sin 2 sin —- 

Or e’est un fait tout semblable qu 
ment a Pequation 


RESOLUTION DE L* EQUATION DU CINQUIEME DEfiR 


ir : 


-- s/lVq 


i — q'+ — y 8 -h q-o 

I _j_ C j _ ^*> — gr* —. . . 


= A 


^ (— [)'« 


2<-> 5 


= v^ 8 v/^ 


i+ y 2 + r/ 6 + 7 12 -h . . . 
i -+- q -H q* -f- q^ -+-. . . 






-fiVg 


I — q _ g* _|_ <7 r> . . . 
i — agr -T- >.q* — ‘iq l * — ... 


I -H q r ( r / :, + (/ l! +. ll 

H- •>.<7 -+- ;> q w -+- 9. </ 9 —... 


y (->)" 

- 8 /~ 




I 1 - 


I)/« q 2 


-; 

2j ?"■’ 


i — q ~ q ~ -+- q ;i <j 7 — q 1 - —... 

' + q — q 2 — 7 - — v ; — v 12 r- 


j - •* -~u <yT'> -4- ^ 1 11 —. . 


V'* , -I3«i 5 

2<-. )>“""< 


i 
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suivantes, dont la demonstration e 
<p 8 ((O ) -r- d * 8 ( t0 


o(W -+- I 

d» (cu -H r 

On en deduit que o ( —\ et« 
* » \a-\-buJ 

anent en <f(to) et A(gi), <z, 6, c, d 
conques assujettis a la seule condi 

ad — b 

Les relations auxqnelles on parvie 
importance, non seulement pour, 
ment en vue, mais pour la theorie 
-applications a l’arithmetique, je x 
pour abreger, auxvaleurs de <p 
la congruence 

ad — be == i 


RESOLUTION DE LIQUATION DU CINQUIE 

et d’ou r^sultent autant de formes differences pc 


r - 5 - uoj y-, i 

- z — Liela 

rt+JKi) 

pose, 

nous aurons suivant chacur 

Equations 




(I) 

¥ 1 

( c -h do* \ 
\ ci -l— b(x>) 

, / \ r 

| = 9(oj) e 8 

(ID 

¥l 

( c dxo \ 

{ a H- b to / 

1 = 9(0)) e 8 

(III) 


( c -+- r/to ^ 
\a b to / 

l — c)-l] 

I = —- r e 8 , 

tp(co) 

(IV) 

¥< 

f c H- r/co \ 
^ a -i- b co f 

•!/ (co) 

(V) 

?( 

/ c -I- cho\ 
\ a H- b to / 

9 (»-o) 

~ ^(“) e ’ 

(VI)- 

¥< 

/ c -i- c??co ^ 
\ a -h b co / 

_ t H ( °) e — x‘ ,rf 

tp(co) 


Nous rappellerons encore cette propria fo] 
designanl par n un nombre premier el posant 

t»={p(Wd)), M = «p( W), 

v et u sont li^s oar une crualion 1 dc£rr<$ n -1- i. 
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abaissement au degre inferieur d’ 

n = j, n — 7 

Bien que nous ne possedions (jn 
vaux sur cette question, il n’est 
qu’il a ouverte, de retrouver la d 
position; mais on n’arrive ainsi c 
la reduction, et une lacune im] 
pousser la question jusqu’a son c 
latives qui remontent a une epoq 
dans le cas de Pequation modular 

u& — ^ 5 u-v- ( u 2 — v- 

on y parvenait aisement en consi< 



Efiectivement, les quantites 


UKSOLUTION DK LIQUATION DU CINQUIEi 

Done, il ne restera plus, pour arriver a Fexpress 
liquation 

x' s — x — a = o 


par la fonction <£(o)), qu’a determiner co ou plutc 
dition suivante : 

•2 I to) _ 

s/y> “ a ' 


Soil, pour simplifier, 


A = 


t/5" 


a, 


et prenons pour inconnue ©'■ (to) ou le module l 
tdgrale elliptique; on parviendra a une equat 




qui est susceptible d’une solution analytique sc 
precisement ou nous sommes place en ce momc 


on trouvei'a ces expressions dcs racincs 
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sait que son module peut ton jours 

—tci/I w 

limiter v 4 = o, o658. On peut a 
vant les puissances ascendantes de 

i 

simplifier q* = q, 

<t>(u)) = v/‘^ 3 5 V^VO "+■ ‘1 — q 2 4- q 3 - 


et l’on trouverait, pour le carre et 

<£2(u)) = *2 3 5 v/q 3 (t -+- 2 q — q' 2 -+- 3q 
<t> 3 (u)) = \/ 2 9 5 3 v/q 9 (i -+- 3 q — 2q 3 - 


La premiere des series entre parei 
de q donl l’exposant est = 4> mod 
des puissances dont les exposant: 
= 2 y mod 5. D’ailleurs le changem 
a multiplier la quantity q par les ( 
l’unite., 

J’observerai enfinque le systeme 
possede, par rapport aux substituti 
la premiere classe, des proprietes 
cp(co). Effectivement, en faisant, p( 


LETTRE DE CHARLES HERMITE A M. IUL 


SUR LES FONCTIONS MODU 


« Saint-Jean-de-Luz, villa Bel-air, 24 s 
» Mon cher ami, 

» Je viens d<%agcr 111 a parole et m’acquitler bi 
me faut Pavouer, de 111 a promesse de vous demoi 

concernant les quantiles donnees dor 

tide Sur Vequation da cinquieme deg re. 

» Le bon air de la mer m’a aide a surmonter la 
obstacle a mon travail; j’en profite pour dchappe 
ma conscience, et, en pensant que vous avez son 
tide, j’aborde comme il suit la question. 


» JPy introduirai tout d’abord la 
lieu des fonctions 0, fl, . ., de la se 




t to 

+ x — 12iJ- 


\yoir mon article Sur quelques fo 
formation des fonctions elliptique 
et j’ecrirai 


ou plus simplement 


J 5 ai pose, corame yous savez, 

\/k = ), 


on aura done 


' c ~ cho 
, a H- bio 


Bans cette egalite, a, 6, c, desigr 
condition ad — bc = i]}£ ferai la s 
au oremier cas ('oaae 6). oil b et c s 


puis, cn supposant b positif, 


S = 
T = 


i'll a / l.\* 

" — (P-f l b ) 


(? 


S o 


\J — ib{a 4 - b co) 


le signe de la racine carree etant pris de man 
reelle soil positive. Nous aurons l’egalit^ 

H- bu>)x, co] = T0^. Vi ^x 


et nous en concluons, pour x = o, 


^(J- ,V ( CO ) —= I 0^ , Vl 


c -+- d co \ 


- mo j 


» La condition de b positif peut toujours s’ob 
comme il est permis, le sig*ne des quatre entie 
etant, la somine S s’exprime comme il suit, a 
bole de la theorie des r^sidus quadratiques 
» Supposons que b soit pair. Je ferai b= ‘i k b 
et l’on aura, suivant que l’exposant k est pair o 


le premier est pair, et meme multip 
Ayant done en general 

021X,2VH-I (#} W ) = ( 

nous en concluons l’egalite 

0 o,i( w ) = A .0o,i ( 


» J’ajoute qu’on peut mettre soi 
quantite 


qui entre dans la valeur du facteur 


\J — ib\c 


Des hypotheses faites sur les entiers 
congruence 

bd -+- 2 abd -t- ab 2 


ce qui permet d’eerirc 
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>t-a-dire 


T' = 


ious en concluons 


S'8' 

- 7 -^==—■ = > 

V — | ib(a -h b to) 

T r S'o' 

t = % "sa' * 


> Je m’arreterai a cette formule, etje remarquerai en pr 
3 , en passant de S a S', le nombre b est remplace p* 
ulle que, ajant pos^ b~ 2 k b {l l’exposant k varie ( 
itre d’une unitd. Cela etant, la comparaison des valer 
S' nous donne l’£galil6 

i TC 

I — («»—1> 

S — e 8 S, 

/•2 

u r^sulte 


V 

T 


ITZ . 

e a 11 s' 


b'-h nb ’ 

> Ceci pos6, ^crivons le fa^teur (— 1 ) 2 sous la form 
employons l’expression de 8', k savoir: 

— ~ +-2 ab’d-haf/tc') — ~{bd-+-2abd- J rab i c) 

8 = e = e : 


aura ainsi 
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ce qui a lieu, en effet, a et d etant 
sequence, 

b'-i-nb' rp/ 

(- Y = ' 

» Nous obtenons ensuite, au m< 
noire point de depart, 


la relation fondamentale 



» Onen tire les deux systemes de 
tions <p(co) et AC 00 ) pour tous les ca 
6 , c, d , pris selon le module a. ( 
Tableau suivant, que j’ai donne dar 
du cinquieme deg re : 
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» Dans la meme equation, je l^emplace ensuite to par 
ar a -f- b et c -4- d\ il vient 


V) 


♦( 


C H- <7(0 
a -r ^CO 


i je 

I —- i 

- p 8 

<L(to) 


assant a l’equation (II), je change co en co -j- 
— t/, ce qui donne 


IV) 


to 


dtO \ CP ( to ) ah 


bli) 


+ (<*>) 


a et c 


» Je continue en remplacanl, dans (V), c 0 par 
.ar 6, — rf, — c, et j’obliens 


VI) 


I C —J— <7(O \ 
\ a -+- b to / 


1 

- 7 — e 8 
cp(oj) 


» Pour avoir le systeme completdes formules che 
ae reste plus qa’a changer dans cette Equation co en < 
:n a-\-b et cd\ on a ainsi 


III) 


/ £_-j-jr/co \ _ ( 0) ) — 77 ab 

\a -t- &to / cp(to) 


in employant l’<£galit£ 


— -It <P ((0 ) 


OO 
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» J’ai a y joindre enfin les formi 
o(t). Je remplacerai a cet effet a , l 
change ainsi 

en 

Y \a+ b 

et aux divers cas 

(I) , (II), (III), (I 

se substituent ceux-ci 

(II) , (I), (VI), (V 

» Nous avons ainsi ce second sys 
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surtout; elle repose en entier sur le hasard d’une i 
Dbi, oubliee et comme perdue parmi tant de d^co 
son g^nie. Je vous l’envoie, mon cher ami, valeat 
n vous informant que je serai revcnu dans quelque 
tre disposition pour Loutce que vous aurez a me den 
s causerons aussi d’aulre chose que d’Analyse, not: 
*ons, nous nous disputerons. De raa proximity de VI 
>orte des cigarettes d’Espagnoles; si vous ne venez 
avec votre collaborateur d’aujourd’hui, votre prc 
dois, c’est que vous avez le coeur d’un.tigre. 

Totus tuus et toto corde. 

» Gh. HERMITE. » 
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Comptes rendus de VAcademic des i 


La theorie des formes cubiques a 
plusienrs equations remarquables i 
en particulier un role important da 
d’inflexion des courbes du troisiem 
tions m’ayant fait remarquer qu’elb 
avec celles qu’on rencontre dans ! 
ordre des fonctions elliptiques, il n 
reter a ce rapprochement qui peu 

*TV\ A C\ I A C rt/tiiAfi rln v\ Aiixn avwa a r 
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U une forme cubique quelconque, HU, PU, 
les deux formes adjointes du troisieme degr£ 
determinees, S et T les deux invariants de M. 
quantite definie par la condition 

S 3 -+- Sf = T 2 , 

ces Equations seront 

(1) f(x) = x'+ — 6S x*—$Tx — 3S 2 = o, 

( 2 ) f l (x)=x !t — 6 S j x % — 8 Tx — '3 S f = o, 

(3) F ( x) — i2 S x’+ -+- 8 T x z — 6 S - x- — 6 ST a? — 

etvoici leurs propri^t^s essentielles. Soientoi 
miere et A une racine de la troisieme, les deuj 

oU + 6 HU, GAPU-bQU 

seront d^composables en facteurs lin^aires. 
par 3 { une racine de liquation (2) qui a 
tion (1) en permutant S et S { , on aura 

3 

01 = 

en nommant d le determinant de la substi 
du ire U a la forme canonique 
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Ceci pose, je comparerai d’abord a l’equation modulaire 

P 4 -+- 2 U z V 3 — 2 UV — li’* — O 


les equations (f) et (2). On sait qu’en faisant u — 0(10), 011 a, 
pour p, les quatre valeurs 


v= — ?( 3 w), ?(“)> 


co -t- 16 \ 

3 r 


or, en posant 


et 


K = 


1: 


do 

\J 1 — Jc 2 sin 2 f 


2 y/S 3 



c/cp 

y/1 — /l ' 2 sin 2 cp 


CO 


[K/ 

K ’ 


on obtiendra, pour les qualre racines 8 , les expressions suivanles : 



Maintenant, si Ton change S en S l5 afin d’arriver aux formulcs 
analogues pour les racines o, de liquation (2), on sera conduit 
au module 


l- 


2 v/S| 

T-f-v/S?’ 


or a la relation S 3 + S ; [ = T 2 correspondra, entre k et l , celle-ci : 


2 s/k' 


d’ou r^sulte imm^diatement cette consequence que l’on passe 
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relation entre le multiplicateur INI etle module k, qui est, en fai— 
sant | = 5 ('): 

— 6z- — 8 (i — 2 /r s ) ^ — 3 = o. 

En comparant cette equation avec l’equation (1), introduisant 
le module 

*> = 

2 \/S :i 


et faisant usage de 1 ’expression de M donndc par Jacobi dans lcs 


(*) Jacobi a appelti le premier [’attention surccs Equations qui oll’rent un grand 
intdrfit, en particulicr pour cette thcoric de la multiplication complcxe, sur la- 
quellc M. Kronecker a rdccmment communique i I’Acaddmie dc Berlin dcs rdsul- 
tats aussi beaux qu’imporlants. Mais, jusqn’ici, cn ne connaissait que l’equation 
donnee par Jacobi, ct qui sc rapporlc & la transformation du cinquieme ordre. 
Celle que j’ai employee a dtd calculde par ie P. Joubert qui, suivant l’exemple 
donnd par M. Sohnke pour les equations modulaircs, s'esL occupd avec succcs de 
leur formation, eL lcs a obtenues pour le cinquieme, le septieme et le onzieme 
ordre, sous les formes suivantes : 

( M - I ) 5 (m — I j H- y A 2 A' 2 Al. 5 = 0, 

ij 

+ 3.2 B A' 2 A' 2 M° -b — A 2 A' 2 (A 2 — A' 2 ) M" = o, 

7 

(M — i) u -I- 

-b ~ A 2 A' 2 (A- 2 — /r' 2 ) () 5 — a 11 A- 2 A' 2 ) M 11 
-+- 3.2 s A 2 A' 2 (rii -b a a A 2 A' 2 ) M l0 -|- 83.2 11 . A 2 A' 2 (A 2 — A' 2 ) M® 
4- a r. a® A 2 A' 2 M« -b 2 12 A 2 A' 2 (A 2 — A' 2 ) M 1 -b 33. a® A 2 A' 2 M 0 = o. 

Un autre rgsullal tr<is intdrcssanL, obLenu aussi par Ic P. Joubert, consiste en 
cc que,si i’on nomme M, M', M", etc. les racines de I’dqualion pour le cinquieme 
ordre, la fonction suivanLe des racines analogue A cclle qui m’a donnd la rdsolu- 
tion de liquation dc M. Jerrard, savoir : 


A' 2 (M + .)‘ (i\l- 
A' 2 (M -b i) 11 ^»1 - 
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Fundamenta, on obtient, pour les quatre racines 3 , les valeurs 
sui vaiites : 


( 5 ) 


/S 


\/S 


sin 2 am d K 
sin 2 coam ^ K 
sin 2 am | t'K' 


sin 2 coam d i K' 


sin 2 am (K -+- t'K') 

^- L -- 

sin 2 coam d (K -I- tK'j 


v/s 


sin 2 am d (K— t'K') 
sin 2 coam d (K — t’K') 


A ces formules je joindrai celles qui repr^sentent les racines A 
de l’equalion ( 3 ), et on les fonctions elliptiques ont encore le 
meme module, savoir : 


(6) 


; ✓§ — 



siu<am 5 K 
i cos 2 am iK' 
sin 2 ami t K' 


i -t- cos 2 am | ( K -+- i K') 

I/S-r^— 

sin 2 am - ^ K -+- i K') 

i -+- cos 2 am (K— i K') 

lys- J -■- 

sin 2 am i (I( — i K') 


Voici done, au point de vue ou je me suis place dans mes rc- 
cherches sur I’equation du cinqui^me degrfi, la resolution de ces 
Equations sp^ciales du quatrieme degrfi cjui s’oflrent dans la thfioric 
des formes cubiques a trois variables. Ces nisultats, ainsi que jc 
l’ai dit plus liaut, ouvrent la voie pour traiter d’une manicre ana¬ 
logue l 5 equation generate, et parvenir ^ exprimer stSparemcnt les 
racines par des fonctions bien ddterminees. Mais, avant d’entrer 
dans cette recherche, qui exige des principes dont jeparlerai dans 
un autre article, je ferai encore une remarque essentielle sur les 
formules pr^cedentes. Elies dependent du radical y/S, et il im- 
porte de bien saisir de quelle manure elles subsistent dans leur 


cune des racines cependanl ne reste pas la meme lorsquc l’on 
change ainsi le module dans son complement, on u> cn —el le 
Tableau suivant, montranlde quelle manifcre ellcs s’echangent alors 
les unes dans les autres, fera bien complfctement saisir loutes les 
consequences de l’ambi guile inherente au radical que nous avons 
employe : 


/ 




\ 


%/S 

v/s 

v/s 


sin 2 am d K 

j ’ 

sin 2 coam - K 
sin 2 am | t’K' 
sin 2 coam ^ iK' 
sin 2 am d iK -t- £K') 




sin 2 coam - (K -r- /K'j 
sin 2 am d — t Iv') 
sin 2 coam ^ ( K — / K') 


v/s 


4 . T „ 

sin 2 am - iW 
sin 2 coam r t £K' 
sin 2 am 1 K 


sin 2 coam K 
sin 2 am ;j ( K — i lv') 

& —v— 

sin 2 coam - ( K — t K') 
sin 2 am d ( K -i- i K') 

v/s-—- 

sin 2 coam d ( K -+- i K.') 


Les formules relatives aux racines A donnent lieu a des resul- 
laLs enticremenl semblablcs, cl, quanL aux formules (4), je me 
bornerai k remarquer que, les deux modules 

V. y/S» v T -1- y/S 2 

T -+- v/S ;t 1 * v/s® 

etant rdciproques, elles soul identiques au fond avec les for¬ 
mules (5) et peuvenl s’y ramcner par la substitution de — a w. 
Je ne m’arrikerai. pas non plus aux relations qui existent enlre les 
I'acines de chacune des equations 

/O)~o, f l (x) = o, F(a?) = o, 


et auxquelles conduiscnt aisement les expressions que nous avons 
donnees. Seulemenl j’observerai que ces equations, comine cellos 




1 equation generate du quatneme degrc. Eflectivement, si ion 
considere a leur egard liquation en Y de Galois, dont le degrc 
distingue et caracterise d’une maniere si precise ce qu’on peut 
appeler les divers drdres d'irrationnalites, on la trouve seule- 
ment du douzieme degre, tandis que dans le cas general elle est 
nicessairement du vingt-quatrieme. II existe done pour ces equa¬ 
tions des fonedons non symetriques, exprimables rationnellement 
par les coefficients, et le type de ces fonedons est donne tres sim- 
plement par le produit des cinq differences des racines. De la de- 
coulent, pour la tlicorie des fonedons elliptiques, d’importantes 
consequences, se resumant dans ce fait: que le produit de deuoc 
fonettons o(w) et est le cube d’une nouvelle fonction 

egalement bien determinee. Une formule depuis longtemps ob- 
tenue par Jacobi [ Fundamenta, § 36, dquat. (4)] donnait deja, il 
estvrai, la notion de cetle nouvelle transcendante, rnais sans con- 
duire a aucune de ses propridtds, que je vais indiquer succincte- 
ment en terminant cette Note. Et d’abord je la definirai par liqua¬ 
tion 

X<» = y%- Vq(i — q) (H-tf a )(i —?*)(n-^)..., 

en faisant tonjeurs q^e*™, de sorte que, relativement a to, on 
obdenne une expression entierement determinee. Cela pose, on 
aura ces relations qui se demontrent immediatement, savoir : 

X 3 (w) = ‘pO)<Ko)). 

Voici maintenant celles qui se rapportent aux substitutions de 
la forme , a , b, c, d etant des nombres entiers assujelds a 

la condition ad — bc= i, et qu’il importait surtout d’oblcnir. Dis- 
dnguant, ainsi que je l’ai deja fait dans une circonstance toule 
semblable, ces substitutions en six classes [voir ma Note sur liqua¬ 
tion du cinquieine degre (■)], et posant, pour abreger, 



(II) 

X< 

( c -I- clxo ^ 

i a bit) / 


^ (ab — erf) 

(III) 

x( 

^ C —(— dlO v 

K a + bt t)) 


2 \ —^4 —iab + cd) 

d) 6 

(IV) 

x( 

f C - r- dlO \ 

\ ci —f— b to / 


- e 8 , 

c 1 

(V) 

X ( 

( c H- t/to ^ 

^ a H- 6 to / 

- "+(«>)( 

'2 \ lab-hctl) 

r«) e ■ 

(VI) 

x( 

( C di. 0 ^ 

^ ci -+• b t») / 

tp(COj \ 

' % \ — A ddl{itll + Ctl) 

J>) e 


Les symbolcs ^)» (^|j indiquent, suivant 1’usage, lc caractere 

quadralique du denominate ur par rapport au nombrc 2 . 

J’espere pouvoir presenter dans une autre occasion les conse¬ 
quences de ces iheoremes pour 1’A.rithmetiquc. 



SOR QUELQUES THEOREMES D’ALGfiBRE 

KT LA 

KfiSOLUTION DE I/EQUATION DD QUATRlME DEGUE. 


Comptes rendus de VAcademic des Sciences, t. XLVI, 1 858 (I), p. 961 . 


On sail que Louie equation f{x) = o peut 6tre transfoi’mde en 
une autre du meme degre en j par la substitution t y = <D(a?), ou ox 
designe une fonction rationnelle. Ce proced^ de transformation y 
qui est si frequemment employ^ en Algebre, va nous servir pour 
ramener l’equation generale du quatrieme degre aux Equations 
particulieres qui ont ete considerees dans un precedent article, el 
dont j’ai exprime les racines au moyen des fonctions elliptiques. 
Mais, en raison de son importance, et notamment de son applica¬ 
tion a la resolution de l’equation du cinquieme degre, ce mode de 
transformation m’a paru demander une elude nouvelle, et je com- 
mencerai d’abord par en donner les resultals. 

So it 

f(x)~ ax' 1 -4- bx ll ~ l +•... 4 - gx- 4- hx 4- /- = 0 

Vequation proposee; l 3 expression La plus generale de ox sera , 
comme on le salt, une fonction enliere du degre n — 1 , savoir : 

o(x) — t 4- t 0 x 4- t t x- 4-. . .4- 
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Iiomogene, de degre i par rapporl a t : 2 , cl de degre 

(n — i )i par rapport aux coefficients a, b , .. A, A. Ce degre si 
eleve rend en quel que sorte impraticable le calcal de liquation 
enjK| aussi ce qui a ele obtenu de plus important par la conside¬ 
ration de celle transformee, en particulier le theoreme de M. Jer- 
rard sur l’equation du cinquieme degrd, ne semble dtabli qu’a titre 
de possibility, en raison de l’exeessive complication des opdratious 
ndcessaircs pour parvenir a un resultat eflectif. Mais on peut sur- 
monter ces difficuliys par la proposition suivante : 

Soit 

t = a T + 6T d +...+ ^V, + /iV„ 

Iq = ct Tq -t- b T | -+-... -+- ff T ,i— 2, 


tn—:i = -+- b'X n — ii 

t n -2 = a-f 

Cette substitution, effecluee dans la fonction pi la cliangeva 
en line foaction P i du m&me degre par rapport aux indeter- 
minees nouvelies T, T„, T,, ..T rt _ a , mais ddbarrassee de Lout 
denominateur, et du degre i settlement par rapport aux coef¬ 
ficients a, A, .., A, k. De plus, P„ sera divisible par a, de sorte 
que ^V n ne sera que du degre n — i par rapport a ces coeffi¬ 
cients. 

Cette proposition, Ires facile & dtablir, conduit a la vdritable 
forme analylique qn’ilest convenablc dedonnera la fonction 
de sorte que desormais la formule de transformation sera ainsi re- 
presentye : 

y = o(a;) = *7 T -i- ax I T„ •- ax- T, -i . .. +- ax"- 1 T„_ 2 

+ 6 | -+- hx -I- bx"~- 

-r- C 

-+- h 


et I’dqualion transformde par 





ete l’objet la th^orie des fonctions homogenes a deux indeterminees, 
et combien de notions analytiques importantes cette etude a don- 
n^esa l’Algebre. Par exemple, ces fonctions designees sous le nom 
invariants, en raison meme de la propriety qui leur sert de de¬ 
finition, de se reproduire dans toutes les transformees par des 
substitutions lineaires, donnent les elements qui caracterisent les 
proprietes essentielles des racines des equations algdbriques, celles 
qui subsistent dans ces diverses transformees ('). D’autre part, la 
connaissance acquise de ces fonctions, et de celles qu’on nomine 
covariants, permet, dans- beaucoup de circonstances, d’obtenir 
sans efforts le resultat de longs calculs qui, sans leur emploi im- 
mediat, n’eussent au fond servi qu’a les mettre en evidence, ou a 
faire ressortir dans une question speciale l’une des proprietes donl 
on possede maintenant la signification la plus etendue. Mais tant 
de beaux resultats, dont la Science est surtout redevable aux tra- 
vaux des savants geometres anglais MM. Cayley et Sylvester, 
semblent ne pouvoir etre utilises lorsqu’on sortde la comparaison 
des equations par des substitutions lineaires de la forme 


(0 


aX-4-P 

x —' v I ^ * 

7X + 0 


ou bien 


oa? — (3 
a — yx 


pour considerer, comme nous le faisons ici, les substitutions les 
plus g&nerales. Effectivement, aucune combinaison rationnelle des 
coefficients p {) p 2 , ne fait apparaitre les covariants de 

1’equation proposde; mais, comme nous allons voir, il arrive que 
ces quantites se manifestent, au contraire, immediatement par ]’in¬ 
troduction des variables T, T 0 , T,, ..T„_ 2 . C’est ce qui resulle 
de la proposition suivante : 

Soil 

F(X) = (yX 4 - 8 )V (^^|) = AX«+ BX»-«-K .HX + K = o 
la. transformee par la substitution (r) de Vequation proposee, 


( l ) Par exemple, les conditions qui ddlerminent le nombre des racines rdelles 
et imaginaires dans les equations k coefficients renls dependent uniqucmcnl des 



-I-I 


on pour/a immediatement obtenir ( I>, en fciiscint dans ip, en 
premier lieu : 

T 0 = (aS — (3y) («-h j35)«- 2 , 

Ti = (ao — Py) (a -h pC)«--3(Y-+- oSj, 

T/ = (ao — Py ) ( a " h P £>)"" 2 "'(Y -+- 8 Cl'/, 

T m _ s = («8-Py) (y + 36)»->, 

sous la condition qu’apres les developpements on renip luce £/ 
par G,, de manic re a parvenir d des expressions lineaires en 
S 0 , G )5 .. 5/,_2 ; en second lieu, et pour ce qui concerne T, la 
valeur a substituer se deduira de la relation 



net T -|- (n — i) b To •+• (n — 2 ) v I x —f—. .. -+- % ff T -\~ AT /i—<> 

= /i A G + (/t — J)B Cn u -+- ( n — ■>. ) G Gi -+-... -+- ?. Gt 5 /t _ 3 h- II G/ t _2 • 

On remarquera Ja liaison qu’dtablit ceile proposition enlre les 
deux groupes d’inddlcnnindes T 0 , T,, £ 0 , G,, G w _ 2 , 

el le rblc enticrement s^parddc I’indctemiinecT. Gcs relations (a), 
inddpendantes des coefficients a, b , A, reprdsentent prdci- 

sement ce que M. Sylvester a nomine une substitution congre- 
diente avec la substitution binaire 


(3) 


J x = a x' -+- p y, 
{ y = Y ar'-h 3y, 


et le sens qu’on doit aLLaclier a cettc expression sc irouvera nettc- 
ment fixd par cette proposition : 

Designons respectwement par S et (S) les substitutions (3) 
et ( 2 ); si Von obtient S en coniposcuit deux substitutions ana¬ 
logues S', S", de sorte qu’on ail 

S = S'S', 


ML — It. 


3 





la substitution (S) sera de me me composes de deux autres, et, 
si Von represente par (S') et (S") les substitutions deduites de 
S' et S", d'apres la meme loi que (S) de S, on aura la relation 

(S) = (S')(S'). 

De la resulte que toute fonclion des quailtites P,, Po, P„, 
independante de T, par exemple toutes les functions symdtriques 
des differences des racines y , seront, par rapport a T 0 , T,,..., T rt _o, 

des covariants de la fonction homogene v n f(^j • Telles seront en 
particulier les quantites 

(n — i) Pf — 2 / 1 P,, (/i— — 2 ) P? —3n(/i — 2 )P,P S h-3/i*P 3> etc. 

qui jouent le principal r6le dans les reclierclies que j’espcre pou- 
voir bientot communiquer a 1’A.cademie sur la reduction de liqua¬ 
tion du cinquieme degre a la forme obtenue par M. Jerrard. Mais, 
en ce moment, c’est aux equations du quatrieme degrd que je vais 
appliquer ces considerations, afin de les reduire a la fonne 

(4) aA —6Sa?s —8Ta?—3S* = 0> 

et par la d’en conclure les expressions de leurs racines au moyen 
des fonctions elliptiques. Je me fonderai a cet effet sur cette re- 
marque que, dans cette Equation, conime celies de la thdorie des 
fonctions elliptiques auxquelles elle a ete comparde, savoir : 


et 


-t- e. ii* V 1 — i uv — « l = o 
•s’* — — 8(i — : ik 2 ) z — 3 = o. 


Pinvariant quadratique est nul. Or toute equation du gualrieme 
degre 


A x'* 4- 4 B x* -h 6 C^- 2 4 - 4 D x 4- E = o, 


oil Foil suppose cette quantite 


I = AE — 4 BD 4- 3 C 2 = o, 



I’equation gene rale 

ax'* -+- f\ Ox 3 - 4 - (5 cx- -I- \ clx - 4 - e — o, 


essayons cle determiner la substitution 

y = o (x) — a T -h ax I T 0 -j- ax- 
-|— 4^1 - 4 - 4 bx 

+ C c 


Tj h- ax 3 
-h 4 bx- 
-4- () cx 
■h- 4 d 


Tj, 


<le manierc que, dans la transl'ormee quo nous ecrirons ainsi 

>r V ,/j l> i r .I (J P a jS _|_ ,4 P 3 j, p, = 0) 

l’invariant quadratique soit egaJ a zero. On devra poser 
J\ — 4 F>! P 3 + 3 P* = o, 


relation du qualriemc degre par rapport a T 0 , T,,T 2 ; mais, ee qui 
justifie-precisrmcnt le inode de reduction que nous avons en vue, 
e’est qu’clle se decompose en deux, l'aeteurs, dc sorte qu’en posanl 

t' = a T■? -h 4 <■ f H- c 'I 1 il -l- 4 dT 1 T 2 -t- •>. a T„ T 2 -I- 4 b T 0 T j, 

I = ae. — [ x bd-\- 

,1 = ace -t- abed — ad' 1 — eb- — e :i , 

on aura l’unc ou I’autre de cos equations du second degre seule- 
lnent 

r f(Vi —==. v/F=^77f^ (t 0 t, — t? j = «>, 

It-I- ^(5 J — v/i— i^7 J^ (T„T, - Tf) = o. 

On pourra done, et d’une infinite de manieres, en s’adjoignant 
dc simples racines carrees, determiner une substitution qui ramene 
toute equation de quatrit'une degrd k liquation (4), dont les ra¬ 
cines ont eld exprimees par les fonctions elliptiques. El l’onrcmar- 
quera crue f est bien un covariant de la forme 
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car cette quantile peut s’obtenir en rempfacant, dans ^expression 
' dx- “' 1 dx dy 1 d.y- 

j:-, X) ', y- d'unc part, , £•/-,, r,- de 1’autre, respectivement par T ()J . 
T )? T 2 ; d’ailleurs I et .1 sont Ics deux invariants el I 3 — 27 .J- le 
discriminant. 

Mais il est une autre equation que prdsenlc la thdorie de la 
transformation du Iroisieme ordre et a laquelle on pourrait, par 
une substitution de la forme y = ramener dgalement Louie 

equation du qua trie me degre. Soit, en general, pourun ordre quel- 
conque n , 

U = \/W, Y^t/n 7 : 


enpartant des expressions donnees dans les Fundanienta pour A 
et a', et d’ou l’on tire 

y _ U« sin eoam-Aio.sin coaiu/Jw, .... sin coam( 7 i— i)io 
Aam -itx >. A am ( oj , ..., Anm(n — ijw 

le P. Joubert a fait la remarque importanle que les fonclions ra~ 
tionuelles symdtriques des diverses valeurs de V qui correspondent 
a toutes les determinations de e>, ne dependent que du produit du 
module par son complement, de sorte qu’it existe entre V et U une 
equation de degre n + i, analogue pour plusieurs propriety essen- 
tielles (*') a Pequation modulaire entre c et u . Par exeniple, pour 
n = 3 , n — 5 , /i = 7, le calcul cffectue par le P. Joubert dormr 
les relations 

yi _ 4 U3 ya -f- a U V h- L'* = o, 

V'-jCU'V* -i-i 5 U*V*+i 5 U*V*-M UY-t- U 6 - 0, 
ya — 64 U 7 V- -+- 7.48 U® y« - 7.96 U* Y* -1- 7.94 U* V* 

— 7.48 U 3 Y 3 -f-7.1^1 Usya—8UY-f- U« = 0. 



depend des invariants S el T, on pin 1.61 do S el S, par Vequalion 

b—l _i S 
8/ 3 ■+■ i 4 S i' 


Or il suffit, cn inlroduisanl unc seulc indelcrmiude, clc poser 
l — oV pour la ramcner a la relation eulrc V el U. De la rdsullc 
qu’en prenanl pom' module 


cl posanl, pour abrdgcr, 


cp = ~ c ni K -+- /)i' i K'), 


on a ces expressions des Irois quantiles o, A cl /, savoir : 


■s = v/s 

sin 2 coain© 


A = 


r /jt r -H cos 2 am o 
•). V sin 2 am o 


S Aanup 
Sj sin coain© 


Dans ces formulcs m cl m! pcuvcnl elve pris cgaux a deux nombres 
cntiers quelconques, pourvu qu’on ne les suppose pas en m3 me 
temps mils on clivisibles par 3. 



SUR 


LA. THEORIE DES EQUATIONS MODULAIRES. 


C. R., i. XLVIIf, 1809 (I), p. 9.10-1079-1096; 
t. XLIX, i 85 g (IJ), p. 16—1 j0-14*■ 


On connait Ionic l’iinporlance dans la theorie des liquations 
algcbriques de cette fonclion des coefficients a laquelle a etc 
donne le 110m de discriminant , et qui representc le produit syme- 
Lrique des carres des differences des racines. Auissi les gdomelres 
ont-ils recherche, surtout dans ccs derniers temps, les mdthodcs 
les plus propres a cn abreger le calcul. Mais, dans les applications 
a une equation donnee, ces methodes generates sont le plus sou- 
vent impraticables en raison des operations laborieuses qu’eldes 
exigent. C’est cette difficulte qui m’a longtemps arr6td pour for¬ 
mer la r£duile du onzieme degre de l’equation modulaire du dou- 
zieine, la fonction des racines que j'ai employee pour effeclucr 
l’abaissenient conduisant dans les trois cas du sixieme, du lnii- 
liemc et dn douzieme degre a calculerle discriminant de ccs cqua- 
lions. J’ai done essa} r e d’etudier en general le discriminant dies, 
equations modulaircs, en prenant pour point de depart les ex¬ 
pressions des racines sous forme transcendante, dans 1’espO'ancc- 
d’arriver a un calcul qui put elrc eflfectue au moins dans le cas. 
que j’avais cn vue. J J y suis elfectivement parvenu, cl j’ai vu en 
meme temps cette recherche conduire, par une voic aussi simple- 
que naturelle, a dhmportanles notions arithmetiques et a des pr<>~ 
positions qu’011 nc trouvera pas, j’espere, sans inler^L, sur les. 



eette nature; ceux cjue je vais etablir dans cetLe Note et qui, si je 
ne me trompe, tiennent a. d’a litres principes, contribueront, je 
pense, avec les propositions dues a eet illustre g^ometre, a jeter 
un nouveau jour sur une des plus imporlantes theories de VArilh- 
metique, en la raltacliant par dc nouveaux liens a l’Algebre et a 
l’Analyse transcendantc. 

I. 

Soit n un nombrc premier eL 0(p, u) = o l’equation modti- 
laire de degre n -+• i ; en faisant, pour abrdger, e= 011 

trouve Ires aisement que ie produit des carrds des dilTdrences des 
vacines e, prises deux a deux, et que je ddsignerai par D, a la 
forme suivante : 

D = u. n + l (i — u 8 ) /l - t - £ (« 0 -i- U{ « 8 -i- a. > u in -i- ... -H a-t n 8v ), 

le polynome « 0 +«iW 8 -|- dtant rdeiproque, c’est-a-dirc que 
cii—a w _i, et ne contenant ni le factcur u, ni le factcur i— a 8 ; 
quant iiu nombrc v, il a pour valour 

^ _ n- — i _^ ^ ^ ^ 

Cela pose, je vais en premier lieu etablir que .1) est un cam: par- 
fait. Je me fonderai pour cela sur la relation importante donnee 
par Jacobi, entre le multiplicateur M, Ic module propose et !e 
module Lrans forme, savoir : 

En posant 


, X (i — A® ) dk 
: n' — dl 




de sorte qu ? on ait, en vertu de l’equation modulairc, 



cetle relation, si Ton introduil u el v au lieu cle y/ k ct y/X, clevien- 


dra 


I —p 8 )Q(' 

u (i — (t 8 jSr( 


«) 

u)‘ 


D’ailleurs, les valeurs correspondantes de v el de M sont, com me 
on sait, 

v = it" [sin coamap sin coam 4? • • • si' 1 coam(/t-- i )p |. 

>1 — f i f sin coam ap sin coam 4 p ... sin coam (n — i) 0 1 2 

L sin am ap sin am4 p . . . sin am ( a — i)p J 


( a — 1) K -1- i K' 
n 


de sorte qu’en faisant 

K i'K' K -4- t’K' 

0 — — > -5 -J 

n n ji 


on obtiendra simultanement les 11 -+• 1 valeurs de M et les n -f- 1 
racines e 0 , v n de liquation modulaire. Or les Equations 

entre M et/c ont pour coefficients des fonctions endures de /r, celui 
de la plus haute puissance de M £tant l’unit£, et le dernier la con- 

stante num^rique * de manure que le multiplicateur no 

pent jamais devenir nul ou infmi pour une valeur finie de k. Cette 
propri6t6 importante, qui est due au P. Joubert, montre que les 
valeurs de v et u, qui satisfont a liquation modulaire et k sa d6ri- 
vee Q(p, u) = 0, annulent necessairement aussi le d^nominateur 
de M et, par suite, u), si l’on exclut les cas limites, 11 = 0, 

11 s ~ =1, auxquels correspondent, coniine on sait, p=o, r 8 =i. 
Cette restriction faile, on peut conclure que toutes lesautrcs solu¬ 
tions simultanees des equations 0(r, it) = o, 0(e, zt) = o sonl 
doubles; ellcs annulent, en efl’et, la delerininanle foncLionncUe 

d@ dO d& dO _ q dO ^ dO 

dv du du dv ~ du ' dv 1 


car, a cause de l’eqiiation 9 = 0, cette determinante conlient In 
fucteur 3 (e, it). C’esl dire que tons les facteurs du discriminant, 
autres que u et 1 — it H , y entrent au carre, d’oii r^sullc emo In 


paire. Mais ce point sera lui-m&mc compl£tement etabli plus tard, 
a l’aide d’une remarque que je dois encore placer ici. Multiplions 
memhre a membre les n + i equations qu’on dtkluit de la rela¬ 
tion 

\12— _ I e(r — e8)Q(e, u) 

~ /i u( i — a 8 )Sr(e, n)' 


en y remplacant saccessivemcnt v par Louies les racines de l’equa- 

lion moduiaire. Comme le produit dcs valeurs de M est ± - , on 
1 n 

tronvera, cn employant, pour abreger, 1 <» signe de multiplication II, 

i i II v (i — e 8 ) II 0 (r, u) 

ni ~ n"- 1 -' "MSr(c, u)’ 


Mais on sail. (|ue 
on en conclut ( 1 ) que 

II(. 


II r = eu "+ i; 


c 8 ) = (i — u, 8 )"- 1 ' 1 , 


et il vient par consequent 

Il5(,., u ) = 110(0, u). 


Or, an signe pres, nO(e, it) est le discriminant, el. cette relation 
montre qu’on pcul le. eonsiddrer eomnie provenaut de I’elimina- 
lion de e,'cntrc ies equations 

©((’, a) = o, &((', u ) = o, 

^0 ( 

la scconde etant la deriv^e Ccla pose, faisons Ic changement 
de v cn m, et de n en ee; d’api'&s une propridld fonda men talc dcs 
equations inodulaires, ( H ) lie ebangera pas, ^ = o doviendra par 
consequent ^ = o, et le discriminant, lorsqu’on y aura mis tv an 
lieu de u , vepresentera le v< 5 sultat dc reiimination dc a entre les 


( 1 ) II suffit pour ccla dc poser u — <o( w), puis de changer 


— > ct d’dle- 



equations 


0 = o, 


Mais, D no nontenant que des puissances paires de ce change- 
mcnt reviendra a ecrire la letti'e e au lieu tie u, (Toil cctle conse¬ 
quence que 1’ensemble ties valours egales ties racines t’o, <'i, .. . r 
v,i, ne diflere pas tie la serie ties valeurs dc u qui font acquerir a 
l’equation modulaire ces valeurs egales. 


I. 

Apres avoir etabli que le discriminant est un carrd parfail,. 
cc qui perm cl d’ecrire tlesormais 

D = i — ji 8 ) ,1+£ 0 2 (u), 

si I’on pose 

0 ( II) = rt 0 -+- «i U 8 -I- • • • “t- «v W &v , V = —- — n -~ l ~ - - , 

8 9 

nous introduirons la transcendante dont j’ai donnd ailleurs (•) la 
definition ct lcs pro.prietds fondamentales, enfaisant 

m = <p(w), 

et c’est ainsi que nous parviendrons a representer explicitemenl 
toutes les racines du polynome 0(t/), en donnant pour cbacune 
dVlle.s la valour de to. Le caractere principal de ces valeurs con- 
sistc en ce qidelles sont l ! une des racines toujours imaginaires, 
cello ou le coefficient de i (-) est positif, d’equations du second 
degre a coefficients entiers, et que nous designcrons de celtc ma- 
niere : 

(ft) Pw ! +2Q(i)4-R=0. 

Nous allons donner ie moyen d’obtenir toutes ces Equations en les 



d’indiquer la proposition suivantc : 

4 -Louies les classes qui onL memo determinant ou seulement a 
certains ordres correspondront toujours, sauf deux exceptions donL 
il sera question plus bas, soil deux group.es, soil six groupes de 
huit equations, Lelies, que dans nn meme groupe loutes les equa¬ 
tions se deduisenl de I’une d’ellcs, en y remplatjanl co par 
to-h 2 m, lc nombre m etant pris suivant le module 8. De sorte 
que, si Ton veut avoir seulement les valeurs dislinctcs de cp 8 (to), 
on ne conservera qu’une forme de ehaque groupe, alors et sous 
cette condition correspondront a cliaque classe deux ou six equa¬ 
tions (a). 

Designons dans lc premier cas jiar 

V CO 2 -t- 2 QuH- II - o 


l’unc dcs equations, I'autre s’en deduira en y rcmplacanl to par 

—-—> et il en resullera deux valeurs o(to) et s - qui scront deux 
1 -+-.(»> _ ' V ‘ <?(«>) 

racines rcciproqnes du polynome 0(«). 

Pour lc second cas, on aura d’abord les deux equations donl 

nous venons de parlor, et eluicimc d’ellcs en donnera en outre 

deux autres, en y rcmplaoanl to par — — et to — i . Autre men l dil, 

les six equations resulleronl de I’unc quclconquc d’enli'e elles en 

y faisant les substitutions 


A ccs six valeurs tic to repondent six groupes de huit racines du 
polynome 0(«), qu’on obliendra par les relations 

-JL-, ,-*.<«,% -' _2iOO_, 

‘ v ' o 8 ( to) ‘ v 1 -tp 8 (lO) t-1 tp 8 (toJ 

Quant aux cas cl’exccption a cesrfcglcs, ils conccrncntles classes 
derivees de ces deux formes (i, o, i) et (2, 1, 2). On rencontre 
les premieres lorsque, le nombre premier n etant == 1 (mod 4) ; on 
peut faire 


11 — a"- -1- 4 
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Selon qu’elles presentent les caracteres propres aux lormes qui 
fournissent deux ou six equations, on n’en doit prendre qu’une 
seule, savoir : 

10" — 2 to -r -2 = 0 , 


d'ou 


10 = I -f- ij o 8 (io) = — I : 


ou bien les trois suivantes : 


CO 2 - 2 < 

2 CO 2 -1- 2i 



; H- i = 0, 

4-2 = 0, 


Cp s ( 10 ) = - J 


I - -}— t 


cp 8 (to ) = — I, 
Cp 8 ( CO ) = 2 . 


Le premier cas a lieu lorsque b est impair ou impairement pair, 
et le second lorsque b est divisible par 4 dans liquation 

n = a*+ 4 & 2 - 

Les classes derivees de (2, 1, 2) s’o(Trent lorsque 
n = a 2 -b 3 6 s , 

el lonjours avec les cai'ac teres propres aux formes qui fournissenl 
six equations. Mais on en doit prendre seulement deux, qui soul 

to 2 4- to 1 = 0, to 2 —to -f- r = 0, 


et, quant aux valeurs de cp(to) qu'elles delerminent, elles dependent 
de Pequation 

(p!6( (0 ) - cpSf'tO ) -+- [ = 0. 

Ainsi le facteur ti ' e — u s -f- 1 se presenlera dans le poljnome G(A/) 
pour 11 = 1 3 , 19, etc. 

Ces preliminaires etabiis, nous arrivons a la formation memo 


cjui les rendenl positives, et nous aurons les propositions sui- 
vantes : 

Premiere scrie : A = (8o— 3 n)(n—-20). 

Pour A = i(mod 4 ), loutes les classes de determinants — A 
peuvenl elre represenlees par des formes (P, Q, R), oil Q esl 
impair et R impairement pair. Ces formes fourniront deux Equa¬ 
tions, dont le lype sera preeisemenl 

Pu»+5lQ<u-!- K = o. 

Pour A= — 1 (niod/j), les settles classes de I’ordre impropre- 
ment primitif 011 dcrivees d’ordres impropremenl primitifs pour- 
ronl Eire rcprEsenlEes de niEme; les autres seront cxclues, clcha- 
enne des premieres fournira deux ou six Equations, suivant qu’on 
aura A = — 1 ou 3 (mod 8). 

Deuxieme soric : A'=80 (n — 80). 

Pour 0 impair, on exclul les classes oil les Lrois coeflicicnls soul, 
divisibles par 2 ; Louies les autres fournissent chacune deux Equa¬ 
tions. 

Si 3 est pair, on preud sans exception ton Les les classes de 
dEterminanls — A', ct c'esl alors seulement qu’on rencontre les 
groupes de classes auxquelles correspondent six E(pialions. Le 
premier de ces groupes sc prEsente lorsque 3 = — ?,n(mod8) ; il 
est compose de loutes les classes dont les coeflieieuls sonl divi¬ 
sibles par /[? cl qui, cc lbcteur supprimE, constituent I’ordre 
im prop remen t primilif, ainsi quo les derives d’ordres impropre- 

ment primitifs (*j, de delerminanl —Lc second est donne 

par les valeurs de 0 qui sonl multiples de 8, el il est composE de 
loutes les classes dont les coefficients sonl divisildes par 8. L’lino 
quelconque de ces classes, auxquelles correspondent six Equa¬ 
tions, Etanl dEsignEe par (P, Q, R), conduit immEclialemenl a 


(’) Celle reunion d’ordres qui sc prEscnlc clans les deux sdrics de determinants 
pourrait <ilrc appcl<ic simplcmcnl lc groupe improprement primilif; ce serail 



Pequation type 

Pw 2 -4-2Qco-t-R = o; 

mais pour les autres, auxquelles correspondent deux equations, 
•et qu’on peut representer ainsi : 

p( A, B, C), 

p elant i, 2 ou 4 , et A, B, C n’etant plus a la fois divisibles par 2, 
il sera toujours possible de deduire de (A, B, C) une transfor¬ 
ms (P, Q, R) ou P est. impair, R pair, et Pequation en w sera 
encore 

V (D ! + 2 QlO+ R =0. 

Une observation essentielle doit etre enfin jointe aux proprie¬ 
ty's prec 6 dentes : e’est que, dans la s<irie des Equations dont nous 
•devons donner la formation, jamais on n’obtiendra deux fois la 
aneme, si l’on a egard a ce qui a ete peec^demment dit relativc- 
ment aux classes derivees des formes (1, o, 1) et (2, 1, 2). La con¬ 
sideration des formes reduiles permet de le d^montrer tres aisc- 
ment, et il en resulte cette remarque qu’un nombre premier n’a 
• qu’une seule representation dans le groupe des formes de memo 
■determinant ou le coefficient moyen est nul. 


III. 

Plusieurs des resultats precedemment etablis s’etendent aux 
-equations plus generales qui fournissent la relation entre les mo¬ 
dules pour toutes les transformations des fonctions ellipliqucs. 
Ceux que je vais indiquer, en considerant pour l’ordre de la trans¬ 
formation un nombre n impair sans diviseur carre, montreronl, 
je pense, Pintmdt qui 111’a attache a ces reclierches, auxquellcs 
j’espere donner par la suite de nouveaux developpemenls. Dans 
ee cas, Pequation. rationnclle entre p = \/'k et u — yk est d’un dc- 
gre egal a la somme des diviseurs de n, et le premier point que 
j’ai du ctablir consisle en ce que, si Pon pose « = o(u>), les ra- 
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o et o, etant deux diviseurs dc n, de sorLe quc n — o 5 ,, m elaiiL 
pris suivant le module o, cL (ayant la signification habituelle 
relative aux nombres composes. 

Consideranl ensuite le produit des carries des differences dcs 
racines, j’ai Irouve qu’en le designanl loujours par .D, on avail 

D = u s (\ — it 8 )N'(a 0 -t- a \ u 8 -+- a i u l<1 -I-. • .-I- flv u 8v )> 

ou N, N' et v sont des nombres entiers dont la determination 
depend des fonctions numdriques suivantes, qui smlli'cnt pour la 
premiere fois en analyse. 

Soient 8 et S' deux diviseurs de n, tels que l’on ait 
o o' < /i, 

la premiere de ces fonctions sera la soimnc de loulcs les quan¬ 
tiles So', etje la designcrai ainsi : 

= So 3'. 

Le seconde A', sera ddlinie comine la prccedcnte, mais en cm- 
ployant seulement pour S et S' les diviseurs dc a qui salisfonl a la 
condition 



Ccla etant, si Ob cl Ob' represcnlenl la somme et It 1 nombre dcs 
diviseurs de n, on aura 

N = 7i Ob' — Ob •+- 'i\ n , 

N' — oto—ob-t-^, 

4v = Ob* — Ob — N — 4N'. 

Ces quantiles auxquelles conduit immddiaLemcnl le discriminant 
de requation modulaire montrenl done le premier cmploi des 
fonctions A„, A',, qui, si on les prend completes, c’esl-a-dire en 
introdnisant dans les sommes lous les diviseurs dc n. scront de 
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leur imprime un caractere special qui rappelle dans la llicorie des 
nombres la notion analytique de parties cle fonclions. Telle esl 
encore cetle expression de la somme des diviseurs cle moinclres 
quo \Jn, dont M. Kronecker a monti'e le premier 1 ’usage dans le 
beau travail que j*ai deja cite. Et il semble jusqu’ici quo ce soit 
clans revaluation des sommes de nombres de classes de formes 
qnadratiques, dont les determinants suivent certaines progressions 
du second ordre, que ces trois fonetions se trouvenl appclees a 
joucr leur principal role; mais, a cet egard, j’aurai surtout pour 
but de fa ire ressortir, dans le cas oil n est premier, la liaison qui 
ex isle entre le degre du discriminant et ces nombres de classes. 
Pour cela, il est necessairc que je ddmontre, comme je l’ai ddja 
annonce, que 1 c discriminant ne contient pas de facteurs mul¬ 
tiples auires epic u et i — ci 8 , dont le degre cle multiplicity soil 
superieur a deux. 


IV. 

Les valeurs de w par lesquelles les racines clu discriminant, en 
exceptant a = o, m 8 = i , ont ete exprimees sous la forme 

u — <p( w), 

presentent ce caractere que deux quantiles o(co), ©(oV) sonl. 
essenliellement diflerentes du moment que w et w' ne dependent 
pas de la memc equation; et il en resulte, en premier lieu, que les 
\aieurs communes que prenueul respeetivemenL deux racines de 
l’equation modulaire pour m = ©(co) et u = z>(co') ne pourront 
non plus jamais etre egales. Ce point etabli, j’observe ensuite que 
le determinant Q-— PR cle ^equation 



liples de 16 : 

n, * ^ fV. 

Cela etanl, les deux raeines de I’equalion modulaire, c|ui de- 
vicnnent egalcs lorsqu’on fail, u — cp(po), seronL 



Et dans le cas oil l’on suppose P = o (mod//), Ja congruence 
n’admettant plus .qu’une solution x ~ p, on aurait I’egalile 

Mais on pent toujours fairc en sorle d’excture J’un des cas, do 
rcster dans le premier, par exemple, en liranl I’dqualion eji co 
d’unc forme quadraliquc (P, Q, R)ou P .ne soil, pas divisible par n. 
Cela pose, 1 ’Equation modulaire no saurail. presenter non plus, 

quand on y fail u = ©(o), une troisiemc raeine © ^) egale 

aux prec^denlcs; car p" dcvrail, ndccssairemenl verilier, ainsi 
que p el p', la congruence l\z*--f- 2 (I# ~b R o (mod/? ), ce <jui 
cst impossible lorsqu’on suppose 1c module 1111 nombre premier. 
Or, ayant demontrd quo les racinos du discriminant ne difleraioul 
pas de 1’ensemble des valours egalcs des racincs o 0 , iq, ..., do 
liquation modulaire, nous concluons qu’il n’cxisle pas do fac¬ 
te urs triples dans le discriminant, precisemcnl de ce quo Irois des 
quanlites e () , iq, . v„ ne peuvcnl jamais coincider pour auruno 
valeur linie de w. Ayanl done fait 

D = — //.B)H+eOs(a), 

nous pouvons regardcr comme indgales Louies les raeines de 
liquation Q(//) = o; ct e’est la proposition quo nous voulions 
etablir aim d’arriver & celle-ci : 

Pour tout nombre premier /i, La somme des nombres d’equa¬ 
tions dedaites des classes quadraliques de la premiere serie 
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Mais en. considerant, pour plus dc simplicitd, les scules equa¬ 
tions qui fournissent des valours dislinctes do <p 8 (to), nous pou- 
vons remplacer oet duo nee par lc suivanl : 

Soient o-, el c -■> les nombres dc classes de la, premiere serie 
auxcjuelles correspondent deux ou six equations , <?\ el o\, les 
quantiles analogues dans la secon.de serie, on aura en tenant 
comple. des classes cleric ccs de (1, o, 1) e.t (a, i, a) la relation 




n -— r n -+- e 


r Tel esL done le, theoreme, essenliellement limild jusqifici ait 
cas ou n est premier, que nous allons verifier par un ccrlain 
nombre d’cxeniples, en donnant pour chacun d’eux la sdric des 
equations en io, ce qui va nous conduire enmdme temps a presen¬ 
ter des applications des diverses regies dnonedes precedeminenl 
pour la formation de ees equations. 


V. 

A cet effet, j’emploierai pour abreger la notation suivante r 
< A, B, CA etant une forme quelconque, je poserai 

(G, — B, A) = ( A, B, C),, 

(A, — A -4- B, A — aB+C) = (A, B, C . 

II deviendra possible ainsi de rattacher immediatemenl les equa¬ 
tions aux formes reduites, par lesquelles il convient d’auianl 
mieux de representer les classes, qu’on obtiendra de la sorle les 
coefficients les plus simples et les valeurs de to pour lesquelles les 
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les indelerminees x el y elanl rcmplacees par w et i, et (A, B, G) 
etanl unc forme redid te. Je conviendrai enfin de les designer seu- 
lemenl par leurs premiers membres et de representor respective- 
ment par 2 cl 2', pour la premiere et la seconde sdrie de determi¬ 
nants, les sommes de nombres d’equalions donnant des valours 
dislinctcs pour <p 8 (oi), de sorte quo la relation quo nous nous 
proposons de verifier sera 



Cela pose, voici, en commcncnnt par les cas les plus simples, les 
r^sultats quo foil obtient : 


n = 3 . 

Le nombre v se reduit a zero, 0 (zz) est une constante, et le dis¬ 
criminant de 1’equation modulaire u '■ — v* -b 2 uv(i — u-v-) — 0, 
ainsi que le donne facilcment le calcul direct, est 

D = w«(i — a»)*. 


n = 5 , v = 1. 

La premiere sdrie de determinants fournit la seule valeur A = 1, 
d’ou la classe (1, o, 1), qui par exception donne an lieu de deux 
equations une seule, (1, o, i) 2 . La scconde sdric de determinants 
n’existc pas, et 1’on obtient simplemcnt 

0(«) = i -1-M 8 , D = «°(l— U s )’• (l -H U s 

La premiere sdrie existc seule et donne A = 3 , d’ou les deux 
rl? sses (\ . o 3 V l o. r. 0 ). Mnis >n no doit einnlnver r no la nlnsse 


La premiere serie clunne A = 7, el la classe iiupropremenl pri¬ 
mitive (2, 1, 4 ), d’ou l’equation type (2, 1, 4 )i- On a done £= 2. 
Dans la deuxieine serie A' = it\ , el Ton obtient les qualre equations 
types : 

fi,0, aj), (3,0,8), (4=2,7)!, (0,1,5)*, 

tie sorle que 8, 2 -f- S'= 10 . 

Onverra dans un prochain article comment on parvient ensuile 
a l’expression ( 1 ) : 

L) = « 12 (i — t< 8 ) 10 (i6 — 3i 

X (1 — 3oi 960 « 8 -+- 3 55o .{92 tt 16 — 2 178 282 tt 2 ' 1 — 1 092 02O ifi- 
— 2 178 23a 3 55o 492« i8 — 3oi 960;a 3G —i- « GV ) 2 . 

Pour les valeurs plus grandes de /?, je resumerai les resullats 
dansle Tableau suivant : 


C) Le calcul fait par M. Bourget nous a amends a modifier quelques-uns dcs 
coefficients iiumdriqucs donnes par Hennile. 15. I’. 






Une consequence importante des resultats prdcedemment expo¬ 
ses consiste en ce que toutes les valeurs de u*= <p 8 (w) qui ^ onL 
acquerir des racines doubles a l’equation modulaire, represented 
egalcment des modules de fonctions ellipliques pour lesquellcs a 
lieu la multiplication complexe. Nous avons vu en eflet que la 
quantite to dependait de la relation 

A CO" *£ H co —I (_< = 0, 

(A, B, C) etant une forme quadratique de determinant negatif, ce 
qui est precisement le caractere essentiel de ces modules. Jc vais 
done presenter a l’egard des equations algdbriques qui servent a 
Jes determiner les remarques auxquelles j’ai dte naturelleinont 
amend par les recherches precedentes, et qui serviront de com¬ 
plement aux theoremes fondamentaux deja donnes sur ce sujet par 
M. Kronecker. 

Voici d’abord un clxoix particulier dont je conviendrai pour les 
formes destinees a representer les diverses classes quadratiques qui 
appartiennent au mdme determinant. En ddsignant ces formes par 
(A, B, C) et faisant A = AC — B 2 , je supposerai, ce qui est tou- 
jours possible, que C soit pair et A impair, de sorte que dans lc 
groupe proprement primitif (’) on aura, suivant que 

As i (mod4), B et - G impairs; 

Asa(mod4), B pair et ^ G impair; 

As — i(mod4), B impair et G multiple de 4- 

En second lieu, et pour ce qui concerne le groupe impropre- 
ment primitif, ll ne sera pose aucune condition lorsque A == ,'> 
(mod 8); mais, dans le cas de A = — i (mod 8), nous prendrons G 
impairement pair. Les formes ainsi choisies, et que nous garde- 
rons desormais pour representer les classes, iouissenl de c tte n o- 


TllKOIlIK DUS EQUATIONS MODU L A I H 12 S . 55 

priete dc consevver les mem.es caracteres dans ton les Jeurs trans¬ 
formers par des substitutions au determinant un 7 a; = aX4- [3 Y, 
y — *' X, 4- o\ , ou j 3 cst pair, a et o impairs. Cela pose, si l’on 
determine to en faisant 


Aw 2 -i- a Rio G = o, 

{A, B, C) rcpresenlanl suceessivemcnt toutes les classes du groupe 
]n'oprement primitif et do mdne determinant — A, les diverscs 
quantiles x = o 8 (m) seront racincs d’une Equation qui sera reci- 
proque, dent le degre sera double du nornbre des classes et donl 
les coefficients seront entiers, cn supposant cclui do la puissance 
la plus elevec dc x egal ii 1’unite. 

En second lieu, el a I’egard du groupe improprement primitif, 
on obtieudra eoinmc precedcmmcnl une equation reciproque donl 
le degre sera encore le double du nornbre des classes, mais avec 
une puissance do 2 pour coefficient du premier lermc lorsque 
A — — i (mod 8). Enlin, si 1 ’on suppose A = d (mod 8), le degre 
sera six. (bis 1c nornbre des classes, et tous les coefficients entiers, 
cclui du premier terme ctant l’unitd 

Yoici mainlcnant la melbodc par laquellc on pout obtenir ccs 
equations dans tons les cas. 


VII. 

Convenous, pour metlre mi evidence le determinant des formes 
quadraliques donl elles dependent principalcmonl, do les designer 
par 

l'i (.r, A) = o lorsque A = I ( mod 1), 

( x 7 A) = o lorsque A 9 . (mod \ ). 

le groupe proprement primitif cxistant seul pour cos deux deter¬ 
minants. Dans les cas suivants, ec sout les equations qui rdpondenl. 
aux formes du groupe improprement primitif qu’il convient dc 
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-million, qui se x'apporle a un nombre impair n qnelconque. En joi- 
gnan-t a cette equation celles-ci : 


u'* = 

( ,4 -M ’ 

U 8 = X, 

«* = 

(’’»— I 

_ r v -+- 1 ’ 

a 8 = x , 

ll 8 = 


u 8 — x , 

rt s_ 


u 8 = I — 


on en deduira quatre ecjuations en x 7 dont les premiers membres 
prcscnteront cette propriete remarquable d’etre le prod nil de fac- 
leurs qui seront respectivement de la forme : 

i° F|(ir, /an — i, an - 9, an — a 5 , 

•>" F 2 /x, A ) f } o.n, xn — 4, a 11 — 16, . . •, 

} A avant les \aleurs { 

»" ri'i (a", A ) l ' 1 4 n — 1, 4 n — 9, 4 n — 2a, , 

4" x et #2 (a", A) ] \ 8 n — r, 8 n — 9 , 811 — a5, . . .. 

11 en resulte que les polynomes F, (x : A), F 2 (#, A), $,(x 7 A), 
A) s ; obtiennent en determinant le pins grand commun divi- 
senr entrc les premiers membres de deux des equations que nous 
\enons de considerer, et repondant a deux valeurs de n 7 qui seront 
suecessivement : 

0 et o' etant impairs; 
p et o' etant pairs; 
p et o' etant impairs; 
p et p' etant impairs. 




y rempiacera s par ^j , ce qui ramcnera au aegre prjmitit 1 ). 
Enfin, pour passer des equations relatives au determinant — A a 
celles qui concernent le determinant — 4 A, on fera dans l’equa- 
tion qui appartient au groupe proprement priinitif de formes dc 
determinant — A la substitution 

r y i 

x = - -t- -——• 

a 4 /r 

Et, si l’on repiisente les classes de determinant — 4 A, dont les 
trois termcs ne sont pas pairs cn mime temps, par des formes 
(A, B, G), oil G soit pair, A impair, en posant 

A to 2 -+- 2 B co -+- G = o, 

les quantiles cp 8 (to) seront preeisement les racines de liquation 
en y. Elle est d’ailleurs evidemment dim degre double de liqua¬ 
tion en #, de memo que le nombre des classes de determinant 
— 4A, dont il vient d’etre question, est double du nombre des 
classes dc determinant —A. L’application plusieurs fois lipdec 
dc cc procede suffirait a donner les equations qui se rapporlenl 
aux determinants multiples d’une puissance dc 4 - Mais ici il con- 
vient de distinguer ceux c[ui sont le quadruple dim nombre 
impair de ceux qui sont multiples de 8. C’est aux premiers que 
s’appliquc specialement la methode qui vient d’etre indiqueo; el 
dorenavant les equations (jui leur correspondent seront designees 
par F 3 (.2 t, A) = o. En representant par F,(a?, A) = o celles qui 
concernent les determinants multiples de 8, on a en diet celle 
proposition que le premier membre de liquation en x c[ui lisulle 
du systeme ■ ! 

0(c, k) = o, ii’ 1 —''— --, u* = r, 

, C 2 -f-| 

analogue a ceux qui. ont eld considers tout 4 l’bcure, est le pro- 
duit de facteurs de la forme F A (.r, A), A prenanl la suite des 
valeurs 4 (n — i), /\(li — 9), 4 (n — 25 ), etc. Je n’insiste pas en c6 
moment sur les consequences & d^duire de lii, non plus que sur 


reunions d’ordres nominees groupes proprement el impropre¬ 
ment primitifs, on conclut immediatement les suivanles : 

Ayant represente Le systeme des classes de V ordre propre¬ 
ment primitif pour un determinant quelconque par des formes 
(A, B, C), ou. C est pair, A impair, les quantiles (to), en 
clefinissant. co par les relations Ato 2 + 2Bio -4- C = 0, sont rci- 
cines cV une equation reciproque d coefficients entiers dont le 
degre est precisement double du nombre des classes. 

Et de me me, si don represenle les classes de Vordre impro- 
prement primitif de determinant A = —1 (mod 8) par des 
formes ( A, B, C), oil C est impair?.meat pair, on obtiendra une 
equation reciproque dont le degre sera encore double, du 
nombre des classes. 

Mais pour Vordre improprement primitif de determinant 
= 3 (mod 8), le degre est six fo is le nombre des classes. 

On pent enfm supooser egal ci Vunite, le coefficient du pre¬ 
mier ter me dans ces equations, sauf pour celles cjui reponde.nl 
ci Vordre improprement primjtif, oil il est une puissance cle a 
lorsque A = — 1 (mod 8). 


VIII. 

La principale propride dn polynome S\ (x, A) eonsi.sle en ec 
qu’il se decompose en facteurs du sixiemc degre dc eetle forme 
remarquable 

(x -— x -hi) 3 —- st(a? 2 — .r) 2 , 

de sorte que la substitution y — ramenc I’eqnalioii 

.',(x, A) = o a un degre precisement egal an nombre des classes 
improprement primitives dc determinant — A. Gela resulte de ec 
qu’on peulreunir les racines en groupes, ou elles sont represenlees 


(') E11 particulier pour les sommations analogues a celles qui oni 6tii donn£cs 
pour la premiere fois par M. Kroneekcr. 




par l expression a 8 [ J ’ a i L) -> c i a cLanl ties nombres onliers 

quelconques, tels qne ad — be = 1. Or, en faisant <p 8 (to ) = p, 
cctte expression represcnlc les six valeurs distincles 



et Lelies seronlles racines de 1’equation 

(a:*—a 7 -+-i) s H-a(a?»— j-)*= o, 

car on verilic inimelia tcmenl: qu’elle rcsLc la memo quand on y 
remplace x par -^3 i — a?, et des lors par les substitutions compo¬ 
ses de cclles-la, savoir —-—> —-—, ---• D’ailleurs, p elanlsoul 

7 i — x x — i x k 

arbitrairc, cette equation, qui conticnt une inddtermincc a, aura 
bien la forme analytique la plus g^n^ralc. Ellc se presente au rcsto 
d’elle-m^me, en recherchant dans les cas les plus simples le poly- 
uome (,£, A). Parlous, ]>ar cxemple, des Equations modulaires 
pour /z == 3 et n = 5, auxquclles on doit joindre, d’apres cc (|ni a 
et£ dil 

Parmi les diverses formes donl ellcs sonl. susccptiblcs, jc choi- 
sirai cclles que Jacobi obticnl.cn faisanl q = i — 2/<*-, l— i — 2I-, 
savoir : 

(<7 — Z)*= 04(,_ <7 s ) (, _ /M(3 grZ), 

(q — 0" = — <?*)(» — /2 )K>$^(9— — / 1 * |. 

En cflet, ces quantiles s’obtienncnt imnnklialement on x, el on 
substituant les valeurs 



la premiere (Equation donne 

(a? 2 — x -h i)[(.r 2 — x -1- i) 3 - 4 - o?(x- — x)-] = o, 


Le facteur commun aux deux cas repond a A = 11, el les autres 
aux determinants — 3 , +19. Pour A = 27, on trouverait 


En general, lorsque 1 ’ordre improprement primitif de determi¬ 
nant — A sera forme de la seule classe ^2, 1, ■ A -^ — j ? a sera un 

nombre entier qu’on pourra calculer en exprimant que l’dquation 
esl verifiee pour 

x — c 8 (to), 

011 d'apres la condition 


Soit done tj = e mt0 , on trouvera, en employanl l’expression de 
Jacobi, 

4-/7T7 /- 8 - St — 

\/kf; = q -^r—i-• 

cetle valeur oil n’entre que q- : 

2 s a — _!_ ^ r ■+■ •>>.3. 5c/- -r- V*. 3 3 . 5. q i -+- 2 fi . 3.5. 7 . q 6 4 -. . . ) 3 
q % 11 -— 3 <7--f- 5 9 B — 6q l0 -+- . . ’ 

et, par suite, cn remarquant que q-= — e -7 ^, 


2*.a = - 7 44 -h - 


Or, depuis A = 19, les termes de la serie, a parlir du Lroisioinc, 
n’influent plus sur la partie cntiere, de sorte qu’on a exactemonl, 
en designanl par a le nombre entier immediatemenl supericur 
a W A , 

D’ailleurs ces termes negliges decroissent avec une grande rapidite 
lorsque A augmente; il en resulte que la transcendante numc- 
rique approche alors extreniement d’un nombre entier. Soit, 
nar xpn n]p. mil rlnrinp. iinp <% Ip pIoqqp i Ymmnrnmnni 


memc cas, de sorle que, dans la quantile e 71 ^' 08 , la panic decimate 
commencerait par une suite de douze chiflres egaux a 9. 


IX. 

L ? elude des fonclions F t [x : A) et F 2 (#, A), qui se presen lent 
avec les memes proprietes, conduit a des r6sultats analogues a 
ceux que nous venons d’indiquer relativemcnt a ?,(#, A), Landis 
que .f 2 (a?, A), qui correspond a I’ordre improprement primilif des 
classes dc determinant —A, dans le cas de A = — i(mod8), 
semblc devoir res ter cnlicrement en dehors de cette analogic. Re¬ 
servant pour un autre moment l’etude de cette lone lion, je me 
borncrai maintenant aux resultats qui conccrnent les deux pre¬ 
mieres, et dont. voici la principale propriety : 

Si 1 ’on exccptc les cas de A = 1, A = 2, rensemblc de leurs ra- 
cines peut elrc decompose en groupcs, qui chacun cn comprcnneul 
quati'e que I’on pent representer ainsi: 



II s’ensuit qu’clles soul decomposablcs cn facleurs du quatriemc 
degre dc cette fonne 

(r + i^ + j.rfr-i) 2 , 

et qu’on peut ramencr les deux equations 

F| (or, A) = o, F s (;r, A) = o 

a un degre quatve fois moindre, moilie par consequent du nombre 
des classes de determinant — A, par la substitution 

— ~ h ')* 

^ ~ sc(x — l) - -* 

Les considerations aritlimetiques qui conduisent &.ce resultat 
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exceptions ci-dessus mentionnees de A= i, A = 2. S’il se reduit 
a deux, a sera un nombre entier. qu’on pourra calculcr comme il 
suit : 

1 " A s i (moil 4p 

Les deux classes sonl alors representees par les formes reduiles 


cl la premiere donne l’equalion 


II soffit done d’exprimer que 


(.r -4- ip H- ax(x — i ) 2 = 0 


lieu pour 


ce qui donne, en faisant ^ = 

iGa = — —1— 104 —I -4 372*7 -t- 96 25 6^2 h -. . , 

et par suite comme, d’apres la valeur de to, q = — e"Wi } 


Or depuis A = 9, on peut se borner aux deux premiers Lermes de- 
cette suite, et, si l’on designe par a le nombre entier immddiale- 
ment supericur a on aura exactemenl 




Memoirc), on obtienl les resullals suivanls quc I’emploi cle la for- 
mule pourra scrvir a verifier, savoir : 

|y + i )' f y. u x (x — i ) 2 = o A = 5, 

(x -- i j v '). -.i 8 ./' ( x — i p = o A = 9 , 

(a? i )> -i- 3 V . u r, .r (x— i )- = o A = 13, 

(x i )' 1 •)? x(x — i)2 = o A = a5. 




A • % ( mod 4 )• 


Les deux classes, qu’on suppose scules exister, sonL represcnlees 
par les formes 


a la premiere correspond la valeur 

«o = VA, 

d’ou 

q = <?~\/A 5 

cl, lout a fail commc precedemmenl, on esl conduit a I’cxpression 


i (>« = — / /A -i- i 


4 

cWA 


96 ?.5(i 


lCn designanl encore parr/, le nombre enlier immedialemenl su- 
pdrieur a on aura la formule 

CL -i- I 0.| 

X 10 ’ 


qui sera applicable a parlir de A = 10. 

Les determinants qui ne fournissenlque deux classes dans I’ordre 
primilif seront 

— (>, — 10 , •— 1 S, — 58, etc.; 

si on les joint aux precedents, ainsi qu’a ceux dont il a dejt\ die 
question a propos du polynome (#, A), on aura aulanl de cas 
dans lesquels la quantity e n ^ approche d’autanl plus d’un nombre 



Void les equations auxquelles onparvient, comrae on yale voir, 
par la metliode algebrique generate, savoir : 


X- 

— () X -+- 

I — 0 

A = 

*2, 

{X-h l)'+ — 0-.2*.X 

(x—l) 

2 = <) 

A = 

6, 

(x i) 4 - — 5 2 .-i. 2 . x 

(x — l) 

2 = 0 

A = 

10 , 

fT 

T 

1 

e* 

(x—l) 

2 —. 0 

A = 

18, 

(X H- l) 4 — I l 2 . 3 4 . 2 4 

x(x — 1 ) 

2 = 0 

A = 

22 . 


On remarquera que le coefficient numerique —a csl toujours 
un carre divisible par A, sauf le cas du determinant — 18, le seul 
<{ui, n’etant pas le double d’un nombre premier, ne renfermc ce- 
pendant que deux classes dans l’ordre primitif. Mais, lorsqu’on a 
A = 1 (mod 4 ), c 5 est la quantite a+ 16 qui contient A en l'acLeur 
lorsqu’il est un nombre premier, et le quotient a sc presente 
toujours comme egal a un carre. La meme circonstance sc re- 
marque dans les equations 

(.r2 — x i) 3 + a(x*- — cc) 2 = 0 ; 

a l’egard de la quantite l\y. -|- 27 ('), qui est egalement le produit 
<lc A par un carre, lorsque A estun nombre premier. 


X. 


Le calcul des polynomes F,(.«, A) et Fo^, A) repose, comme il 
a ete dit, sur la formation de l’equation qui resulte du systemc 

pt — I 

0(r. i{) = o, it* = ——— , 
v * -i- 1 

ou 

0(e, It) — 0 , 11'= — b.-1, 


(’) L’identite 



THEORIE DES EQUATIONS MODULAlllliS. 


cnfaisanl u s = x ('). Les quantity A, qui r6pondent dans les deux 
cas aux valeurs de n pour lesquelles on possdide liquation modu- 
laire, sonl indiquees dans ce Tableau : 


n. 

A - 1 

(mod 4 )• 

A 

= 2 ( mod 4 ). 

3 

5 



2 , 

6 

5 

1 , 

9 


G, 

10 

7 

5, 

i 3 


10, 

14 

11 

1 3 , 

21 


G, 

18, 22 

i 3 

1 , 

17, 

20 

TO, 

22, 26 

17 

9, 

2 a, 

33 

18, 

3 o, 34 

»9 

i 3 , 

'•>• 7 , 

^9 

2, 

22, 34 , 38 

remarque que 

n 

= 11 

conduit 

a Lrois determinants 


= 2 (mod 4); auxquels correspondent seulement deux classes 
dans l’ordrc primilif, le determinant — i 8 fournissant en outre unc 
classe deriv6e de (r, o, 2). Ce cas donnera done les polynomes 
F a (x, A) pour les valeurs A = 2, (>, 18, 22, ct nous le clioisirons 
comme cxemplc de la m a relic qu’on peut suivre dans cc genre de 
calcul. 

J’obscrve a col eJTet qu’en disposant dans un ordre convcnable 
les termes dc l’cqiiation donnee par M. Sohnke, on pent l’dcrire 

P 12 _ u l - -b 44 M.° (> c (— u' ( ) -b i()5 u v c l ( v !> u '") 

-I- 44 a 2 v-(v'" — it") H- .‘52 r 11 p 1 1 — 22 u 3 v 3 (p 8 -b u 8 ) -b 88 u 9 < ,s 
-b — 1 .‘ia — 88 u 3 p 3 -b 22 up(p 8 -b u 8 )— 82 up = 0 . 

ou bien, en mettant en dvidence.le facteur o' 1 — 

(p’*- — it’* ) ( p 8 -b u 8 -b 44 n D r D -b 166 u' p 8 -b 44 u 2 p 2 ) 

-+- 32U u p u — 22 u 3 p 3 (p 8 + «*) + 88 u 9 r°-b 182 u 7 p 7 

— 132 u s p® — 88 u 3 p 3 -+- 22 up ( p 8 -b u 8 ) — 32 up = o. 


( 1 ) Le systfemc 


0(p, u) = 0 , 


= x 




Or en faisanl uv = u’, la relation 


ou 

donne 


u'* e 4 - 4 - u 4 -f- c 4 — i = f>, 


>'* -+- u;' — i — <r 4 , 

’8 — ii s — t — 4 (*>’<• -4- «r 8 , 

> 4 — u* = \/ 1 — 0 -+- n> 8 ; 


de sorte qu'on pent immediatement deduire de l’dqualion modn- 
laire une relation contenant seulement tv, savoir : 


V'b r— (iflaj- (<r 8 44 w a -H 162 tr 4 - 4 - 44 w ! +i) 

-4- IO(P ( (P>0 -H II «>8 _f_ 22 w n — 22 w'* — 1 I W- — I) = 0. 

Or, en faisanl disparailre le radical on parvient a une Equation, 
reciproque en m-, ce qui conduit a poser 


et Ton trouvc ainsi 


(z -— 8) (z- ■+■ 44 z -+- r6o)s — roo(s — 2 ) O' 2 \ 2 Z -4- 32) 2 = o 


OU 


-(- + 4) 2 (- —5.o)(^ 2 -t-192) = O. 


Maintenant nous observerons qu’en faisant u s = r, on a 


et = _ <* 1 : ‘ 7 -.. 

1 -H yx fV * \Joc{x — 1) 

Ainsi Texpi'ession ^ _ O dont il a ele deja parle comme en¬ 

trant essentiellement dans la composition des equations que nous, 
voulons obtenir, se presente ici d’elle-mdme, el, puisquc 
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Ii cn resulte que l’equalion en x est le produit des facteurs sui- 
vanls : 

(x -+- 1) 4 — •i i x(x —■ i) 2 , [(a? -+-1) 4 — 3 2 .2 4 x(x — i) 2 ] 2 , 

[fr+ 1) 4 — 7 4 . % k x{x — i) 2 ] 2 
et 

* O-+- i)‘ — — i) 2 , 

le dernier, qui repond a la valeur la plus elevde de A, etant le seul 
qui n’enlre pas au carre, car 

(, r ,p .... .,/^(a7 — i) 2 = (>a — 6 a? -+- i) 2 . 

Et, conunc ils sontecrils cn suivant I’ordre des valeurs croissantes 
de la quanLite a, ils correspondent respeclivemcnt £ A = 2,6,18,22, 
puisque, abstraction faile du signe, a augmente avee A d’apres la 
relation 

r <) a = — ( e -+■ 1 o i -1-...). 


XI. 

Le polynomc $.,(x, A), dans le cas le plus simple ou l’on a 
A — s’obtient iniin^diatement par les Equations fondamenlules 

it- = ~— r -i-, a 8 — 1 — x, 

2 IV 1 

en supposant v — et supprimant dans le r< 5 sullal le facteur %), 
On Irouve ainsi I’equation 

16,r 2 — 3 1 x H- ifi = o. 

Pour les valeurs suivantes de A, le calcul devient plus difficile, et 
e’est en reeourant a des m^thodes particuli&res que le P. Joubert, 
dans un travail important surle discriminant des Equations cn 



Alors on a, dans l’ordro improprement primilif, deux formes 
conduisant aux equations tj’pes 

(2, i. 8 )i = 0, ( 4 , 1, .f)j = o; 

et, si l’on faiLpourun instant 

(/ h 1 , 4 ) = 0 ou au 2 -i-(iH -2 = 0 ct q = ~> 2 (u) 4 | 2 (iu), 


on trouvera tres aisement l’equalion en £, en remarquant qu’on 
peut ecrire 

2 

X to 1 = - — y 


d’ou 


4 -( 2(0 -+. 1 ) = ^ ^ = O , 


et, par suite, en elevant a la puissance quatrieme, 


1 -f- to) _ 2 0 2 ( to) 

~ I -H o'* ( 0) ) 

Comme on a d’ailleurs 

[®*(w) -+-**(*>)]* = 

on trouvera 

1 -+- Z,- = 45, 

ce qui donne 

a-2)(^-6t--4) = o. 


Le facteur du second degr6 convient seal, el Ton en tire l’eqna- 
lion en .r, en remarquant qu’on doit supposer 


x — CS 8 (tO -+-l): 


de sorte qu’on aura 
el, par suite, 


? 8 (o>) 
<?“(“) - 




(x-iy- 

■X s (x i) 4 x'*.^ x(x j)- -t- x- = 0. 

Cette Equation, conformement a ce qu’on a dit en gdn^ral, a 
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mitif ( 1 ), savoir : 

(x — 1 s>. 8 . l\ix(x — i) 2 -+- 2 ir> a? 2 = o, 

et de verifier ainsi que dans celte Lransformee ie coefficient de la 
puissance de x rcdevienl dgal a i’unite. 

xir. 

Nous possedons maintcnanl Lous les elements qui figurent dans 
le discriminant de 1 ’dquaLion modulaire du ia° degre, qui sont les 
facteurs relalifs a I’ordre impropremenL primitif de determinant 
— 7, et a I’ordre primitif de determinant — 'il\. Le premier, comine 
on vient de le Lrouvcr, cst \ 6 x- — 3 i x 4- 16. Le second doit elre 
tire de liquation 

(x •+• r) 4 — 3 x(x — I) 2 = o, 

qui correspond an determinant — 6, en y remplacanl x par 
i x -t- ( 

et faisant disparaitre \Jx par l’elevalion au can'd. On Lrouvc ainsi 
1’expression 

.7/ 3 — 3 oi 9(ioa? 7 -\- 3 '»:>o 4 9ft x a —ft 178 ft 3 fta? a — 1 09ft oft.6.r v 

— ft 178 ft 3 ft;r 3 -+- 3 55 o 49ft# 2 — 3 oi (jC>ox -+- 1 = o; 

ce qui conduit au rdsultal ddj& doling, et qu’il cut die bien diffi¬ 
cile, comine on voil, de tirer algdbriqucmenl de l’equalion modu¬ 
laire. II ne me reste plus, pour terminer celle partie de mes re- 
eherclies, qu’a indiquer un moyen de le verifier, cc qui sera l’objel 
d’un procliain article. 


XIII. 
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qu’on suppose n un nombre premier, faisons, pour un instant, 



Cetle expression sera non seuiemenl ralionnelle et entiere en u , 
puisque D est un carre parfait, mais les coefficients des diverses 
puissances de a seront eux-m&mes des nombres entiers. Or, en 
remplacant ces puissances par leurs expressions |sous forme de 
series infinies en fonction de q~ e iTCW , on parvient a un resultat 
dont la valeur, par rapport au module premier «, s’obtient comme 
il suit. 

Faisons 


/(?) = 


(i +q-)(i .. 


— q -H ‘A q- — 3 cf 4- 4 q 1 ' — <k/ s 4- . . . 


et, par consequent, 

It = o(oj) = 


on aura cette congruence 

(0 == orS~(</2\/g)~-~[f(q)^8qf'{q)]~ £/(?) — (^) 9 "')] mod/i, 


dans laquelle le coefficient de la puissance la moins dlevee de cj a 
ete conserve sans addition ni suppression de multiples de /?., ce 
qui permet de determiner le facLeur numerique qui doit elre joint 
aux divers polynomes en u, que maintenant nous connaissons dans 
les cas de n — 3 , 5 , ti, afin d’obtenir pr^cis^ment la valeur 
de (D. Ce facteur, comme on voit, est toujours une puissance dc 2; 
ainsi, dans le cas de n = t 1, on aura 


® = 2 2G it 6 (r — u 2 ) 5 (16 — 3 r u 8 - 4 - 16 u ir> ) (r — 3ol 9 G 0 it 8 -+-. ..). 
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•commo nous l’avons annonce, lc discriminant de l’equalion modu- 
laire du douzi&me dcgre. Jo remarque a cel diet que le polynome 

1 — 3 o i 960 u 8 -r- 3 5 >G ,j()a u i& 

sc rcduil suivanl lc module i i a cello expression simple 

1 Hr- it 8 U- ! ‘- « 32 — ll U) -7- H. 3li f(- r> ‘ 

cl qu’on Lrouvera par suilc 

(0 - « G (i -+- 3 « 8 — 3 u-+ — 3 a' 1 ' 1 u’ 10 4-. ..) < mod 1 1 ). 

Ylainlenanl, si Ton meL a la plan; dcs diverges puissances de a 
leurs developpenienls en functions cl^ q , il uendra 

(Q ( /a {iq Y (1 — a q H- 4 (f- - - 3 cf -+- 4 q 4- 3 r / 3 4- . . .). 

Or, e’csl precisemcnl lc resullat auquel conduil la congruence, cu 
faisant les developpenienls indiques, d’ou resulle la \ driliealion 
que nous desirions oblenir. 


XIV. 

C’esl a ee poinl que je me suis arrele jusquiei dans l’elude dcs 
equations inodulaires, cl il no me reslc plus, en eonsideranl en 
parliculier cedes du sixieme, du lmilieme el du douzieme degre, 
(ju’a donner la melhode que j’ai suivie pour en deduire des reduiles 
d’un degre moindre d’une unite. Galois, ainsi que jo I’ai deja dil 
:ui commencement de ecs reehcrches, a le premier dceouverl le 
fait si remarquable de ccllc reduction, au double ])oinl. de vue de 
la ih^orie des l'onclions ellipliques el de I’.Vlgebre, el voici, dans 
scs iddes, le theoreme qui sert de principe fundamental. 

Remarquons pdalablemcnl que les racines de. l’equalion inodu- 



ou m et in' sont deux nombres entiers qu’on peut multiplier par 
uii meme facteur sans changer la valeur de v. II en re suite que e’est 
uniquement le rapport qui definit cliaque racine, et, comrae les 
deux termes sont pris suivant le module n , il recoit d’une part la 
valeur cc pour m = o, et de l’autre la serie des n nombres entiers 
o, i, 2, n —i. On est done conduit naturellement, pour re- 
presenter les racines de l’equation modulaire, a la notation c*, 
k designant — et devant representer les n -|- i valeurs oo, o, i, 
u, ..n — i. Cela pose, voici la proposition de Galois : 

Toate fonction rationnelLe non symetrique des racines Vk 
qui ne change pas en remplacant les divers indices k par 
< -pjrT~i > a i c, d etant des nombres entiers pris suivant le mo¬ 
dule n et le determinant ad — cb n etant pas =o (*), sera 
exprimable en fonction rationnelLe de u (-). 

J’ujouterai la remarque que ce theoreme subsistc en particulari- 

santla substitution ~ l ~ , de maniere one ad — be soit residu 
ck cl ^ 

(juadratique de /?, pourvu qu’on s’adjoigne le radical 

\f ( *) 2 n. 

Tel est, par exemple, le produit des differences des racines 
H(o*—o/f-), qui change de signe ou se reprodu.it exactement, 

lorsqu’en remplagant k par > ad — be est non residu ou rd- 

sidu quadratique de /?, et qui s’exprime, commc on i’a vu an pa- 
ragraphe XIII, par une fonction rationnelle de u a coefficients en- 
tiers, mais affectee du facteur 

En elfet, nommant F et F ; les deux valeurs que' peut prendre une 
C 1 ) M. Serret a fait des substitutions de cctte forme l’objet de ses rechcrchcs 
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fonction rationnelle des racines invariable par les substitutions oil 
ad — be est rdsidu, les deux expressions F F', —- reste- 

ront invariables pour la totality des substitutions, et s’exprime- 
ront rationnellement en a, d’apres la proposition de Galois; il en 
rdsulte que F et F' s’exprimeront elles-mdmes sous la forme an- 
noncee. 

Ce point essentiel dtabli, la question de l’abaissement des equa¬ 
tions modulaires h. un degre moindre d’une unite depend d’une 

^Lude plus approfondie des substitutions ~p~~p et dont quelques 

traces seulement subsistent dans ce qui nous a ete conserve des 
travaux de Galois. C’est en suivant la voie qu’elles indiquenl que 
M. Betti a relrouvd l’importantc proposition relative aux equations 
du sixieme, du huitieme et du douzieme degre, et 1’extrait suivant 
d’une Lcttre que m’a fait I’lionneur de m’adresser ce savant geo- 
metre montrera comment de cette manierc se presentent les resul- 
tats auxquels de mon cole jc parveuais par nne metliode toute 
difl’drenLe : 


« Pise, 2 1 mars )8acj. 


» Dans un Mdmoire Sopra Vabassanento deiV equazioni mo- 
dulciri, publid en i85d dans les Annali di TortoLini, j’ai fait 
I’etude des substitutions 


(0 


ak -+- b 
ck -|- d ’ 


pour ddmontrer la possibility de l’abaissemcnt des equations mo¬ 
dulaires, et j’ai obtenu Jcs rdsultats que vous me communiquez 
dans votre Lettre. 

» Voici pour le module premier n = /\p-\- 3 les expressions 
que j’ai trouvdes alors pour la ddcomposition en n groupes du 
groupe dont toutes les substitutions sont donndes par la forme (i) 




0 (' k ) .= 


k — g 2 « 


k — g *« 
k — g - a+ * 


g* z+l 

k 


un groupe [A - , 8 (A - )] de ^ n TJ ^ 11 - l A substitutions de la forme (i) 

lelles, qu’en faisant sur ce groupe les substitutions (A - , k i) on 
obtient n groupes, dont l’ensemble est le groupe propose. 

» Or si n = 7 on a deux racines primitives g = 3 , g = 5 ; 5 — i 
est residu de - et les deux puissances impaires de 5 inferieures a 5 , 
c’est-a-dire 5 , 5 :i verifient la congruence 

(0.x 2 -+- r>.x 1) (4a? 2 -+- x 1) = o (mod 7). 


» Done, lorsque n = 7, on a deux syslemes dc valours pour 
.8 (A*), a savoir : 


0 (k) = a 
en prenant g = 3 , et 
'3{k) = a 


A —36 k — b 

k — b ’ a A — 3 6 ’ 


k - 4-26 _ A 6 

A -i- 6 J . a A -+- 2 6 J 


&A, 


a/i, 


— a 

nr 


— a 


A 


en prenant g~ 5 , « et designant des r^sidus de 7. 

» Si n = 11, on a quatre racines primitives : 2, 6, 7, 8 ; 2 — 1 est 
residu de 11 et les puissances de 2, impaires et inferieures «k 9, vc- 
rificnt la congruence 

( 4# 2 — 6 .r - 1 - 1 ) — 3x -I- 1 ) == o ( mod 11 ). 


De rnenie, 6 — 1 est residu de 11 et les puissances de 6 impaires el 
inferieures a 9 verifient la congruence 


(3-r 2 -1- • ix -1- 1) (3a? 2 + \x + 1) == o (mod 11). 

» Or, si Ton prend g = 2, « et b residus de 1 1, on aura 


0(k)~a 


k — a b 
k — b 


— a 


k—b 
A — i>. b 


ak. 


— a 

~T 


et, si l’on prend g = 6, 



» ijUb lauuics pnumivuf) j ci o ue juujmcui [jci^ lu: ici 
<le rendre g —i residu de 11, et la congruence lorsqu’on v fail 
g = ’j, 8 n’est pas salisfaite par les puissances de y et 8 impaircs 
et inferieures a 9. 

» Les substitutions O(A'), 2 r(/f) jouissent de la propriele d’elre a 
lettres conjointes, e’est-a-dire qu’en divisanl les letlres cn sys- 
temes de deux lettres cliacune de la maniere suivante : 

t’o^oo, Vg'Vg 1 , 'V'Vi •••) tl 4' wl ’i ,,l+1 i 

toute substitution Q(/i), 2 r(A*), 011 echange entre dies les lettres 
d’un systeme, ou change an systeme dans 1111 autre. 

» Dans lc eas de 11 — 5 j’avais obl.cnu des resnllats semldables 
aux precedents et forme un groupc de douze permulations cn cou- 
siddranl les Lrois substitutions 

0 (/O^U, 

et celles qu’on en deduil cn les composanL entre (dies.... » 


XV. 


C’est sous uu point dc vue bieu different que je vais maintenant 
trailer les monies questions. Ainsi, laissanldc cGle Louie considera¬ 
tion relative aux decompositions de groupes, jc ddfmis, a priori, 
pour n = a, 11, les raeines z des equations rdduiles du ein- 
quieine, du septiemc el du onzieme degre, decctle maniere, savoir : 

n — 5, zi = (Co, — Vi ) (e l4 _, : — p 4+/ ) p 3 +/)i 

'i = 7, = (e» — Vi)(Vi + t — PB-H-) («’*+/ — K-W' — f’B-l-i), 

;i = 11, zi = (Poo — V,-) (pi-h: — <’h-/ ~ cs-i-j) (va-t-i — po-hO 

( CflH-i — ' ; 7H-() (Pfl-Ht P 1 0-W’) 1 

les indices i devant dire pris respectivcmcnt suivant le module n. 
De la sorle on oblient trois systemes de 11 fonctions rationnelles 


11 en resulte, par des compositions successives, que ces systemes 
demeurent invariables pour les substitutions ("j* oil a est un 
residu quadratique quelconque de n. Maintenant il est visible qu’ils 
ne changent pas non plus lorscju’on fait la substitution ^ 5 et 
si l’on verifie encore qu’il en est de meme a l’egard dc cellc-ci 
( \ 3 on arrivera a cette conclusion qu’ils demeurent inva¬ 


riables pour loutes les substitutions ou l’on met, au lieu de A’, 
a( l — be etant residu de /?. En effet, cette expression, dans 

loute sa gcneralite, s’obtient en composant entre elles cellos que 
nous venons de considerer. Le theoreme du paragraphe XIV suflk 
done pour nous assurer que les equations rdduites ens auront pour 
coefficients des fonctions rationnelles de u, ou ne figureront cl’ir- 
rationnelles, suivant les cas, que les radicaux ^/o, \J — 7, \!— r 1. 

Si l’on cherche maintenant les substitutions spdciales ^ j 
c[ui laisseront invariable une seule des racines considdree isole- 
ment, par exemple, on trouvera aisement ces resultats, ou a 
et b designent des residus quadratiques de n : savoir : 


6(A) ^ 

ak, 

— a 

~r> 

A -f- b 
a k=b’ 

k—b 
a Ah- A’ 

6(A) ^ 

ak , 

— a 

~r 3 

k + 2 b 
a k + b ’ 

Ah-A 

— a 1 - T ’ 

A h- 2 A 

6(A) ^ 

ak, 

— a 

“F’ 

A — 2 b 
a T=b’ 

A — A 
a A-aA* 


Ce sont les expressions auxquellesM. Betti est arrivd par une autre. 


dratique de «, peuvent dtre ainsi representdes : 

6 (k -+- i ), 

i dtant un nombre entier pris suivant le module n. 

Enfin, si l’on ddsigne par ce que devicnL s/lorsqu’on eflecluc 
sur les racincs v les substitutions que nous avons considerdes, on 
trouvera, pour n = 5 , 

<p( i) = ai 4 - b == (ai -+- b) 15 -+- c, 


pour n = 7, 


— (ai b) r> — 2 (ai + 6) 2 + c, 


pour /i = i i, 

(j>({) = ai'+i= (az'-f- i ) 9 -+- 3 («t - 1 - 6 p -+- c, 


Z> eL c dtant des nombres entiers quelconques pris suivant le mo¬ 
dule n, eL a dtant rdsidu cjuadratique, ce qui reprdsente en general 

-- substitutions disdnctes. 

2 

Les dquations du septieme eL du onzieme degre prdsentant cetlo 
propridtd que les fonctions non symdtriques de lcurs racines inva¬ 
riables par les substitutions ainsi ddfinies ont une valeur ration- 
nelle, constituent un ordre spdcial d’irralionalitd qui les distingue 
nettement des dquations les plus gdndrales de ces dcgrds. Ce sont, 
suivant l’exprcssion de M. Kronecker, des dquations doudes d ‘'af¬ 
fections, et qu’il sera sans douLe possible de ramencr analylique- 
ment k celles doxrt la thdorie des fonctions analytiques a donnd la 
premidre notion. Mais, laissant de cdtd les belles et difficiles ques¬ 
tions auxquelles conduit ce sujct, et que M. Kronecker a le pre¬ 


mier aborddes, je me bornerai 


a faire voir que j ^ 1 | reprdsente 


bien, en attribuant a la fonction oi toutes les valeurs, un systdme 
de substitutions conjugudes. Posons en effet, pour un instant, 


X (0 33 — l ’ 5 — 2l ’ 2 ’ 



on verifie sans peine que 

*X(0 = '/.(«**) I 

Xl7(0 1 — 1 > mod 7 , 

xt a x( 0 -l - 4 -const, j 

« etant suppose residu de 7. Et faisant de meme, pour n = i i, 

'/(.0 ^ i° — 3 i'S 

on aura 

"XCO^/O^O \ 

7.[x(01 = * mod! i, 

Xl>7(0 -+■ (0 — 9«*®X ( 1 ‘ + ■+■ const - j 

a etant residu de i i. 

Ainsi les functions '/’(ai-\~b), comme les expressions plus 
simples ai-\- b, sc reproduisent par la composition. De la resulte, 
pour les nombres premiers 71 = 7, ii 5 l’existence de fonctions de 

n lettres ayant 1 • • n ; c’est-a-dire 3 o et 6 o 48 o valeurs. Toutes 

J r n ( n — 

deux ont ete rencontrees par M. Kronecker, qui a le premier pu¬ 
blic (Comptes rendus des seances de V Academie de Berlin, 
‘i\i avril iS 58 ) le cas des fonctions de sept lettres, et fait a 1’egard 
de la representation analytique des substitutions ici employee ('} 
une observation pleine de justesse, montrant de quelle maniere 
deux expressions algebriquement differentes peuvent cependant 
ne representer que la m6me substitution, et par la rdduisant a un 
seal et meme type deux systemes que j’avais d’abord considered 
comme distincts. (Voyez les Annali di Matematica, annee 1809, 
n" s 1 et 2 et C. R., t. XLYI, p. 879). 


(*) Les expressions dans le cas des substitutions de cinq lettres, savoir : 


Z ai+in z (ai+l,) 2 + c > 

ont etc donndes avant moi par M. BetLi dans le Lome II des Ann ales de Tortolini, 
p. 17 . Pour le cas dc sept lettres, vovez les Annali di Matematica annde i85q f 
n J 1 . ' 
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XVI. 

Le calcul des equations reduites en z pour les Irois valeurs de n 
quo nous avons a considcrer repose sur deux remarques : que Ton 

peut y remplaccr d’une part a par eu el z par s * s, e etant une 
raeine huilieme de I’uni to; el de l’aulre, u par ^ el z par 

La premiere, joiiilc. a cetlc observation que, le developpcment des 
racines en fond ions de q commence par 



prouvc que Jes coellicionts sont des polynomes en coiitenant en 
l'acteur une cerLaine puissance do u \ ainsi ces equations sonl eom- 
posees de lermes de cetle forme 

z"~ v -H bu s -+- . .-i- /// , / 8 Pv), 

et I’exposant a v se determine en prenant la valeur positive tie 
v 11 ^ 11 . *J (mod 8 ), qui esl immediatemenl. supericure a la quan- 

liLe v seeonde remarque montre epic les polyn<mi(*s 

a -h On* -t- c // 111 -I-. . . 


sont reciproques, main a cot egard <m dislinguant des deux autres 

»» -1 n -i- 1 

le cas de n = 11, a cause da facieur (—i) 8 - , alors egal a 

— i. De la rdsultc cn elfet tpie les polynomes factcurs des puis¬ 
sances paires de z ont lours coefficients ^quidislants des extremes 
egaux et de signes conlraires, Landis que ceux qui adectenl les 

imi i ccon foe iimviivni; r\ n nr\ m m n r»mi > n n Pill’S n C\r> ill I't n I c 


on aura reuni tout ce qui est necessaire pour pouvoir dcrire a priori 
ct sans calcul les equations reduites sous les formes suivantes, ouD 
represente toujours le discriminant, savoir : 

i ° n — 5 . 

s 5 -r.sazz 4 (i — u 8 )- — /D = o. 


Le terme en z* n’existe pas, parce qu’on obtient pour p, une 
\aleur negative; les termes en z 3 et z- disparaissent parce que les 
coefficients doivent respectivement contenir en facteur 1 — w 8 , 
(i — u*)-, ce qui est en contradiction avec les valeurs p 2 = o, p 3 = 1. 


z 1 -+- s'*a. zz 4 (i — u 8 )- -+- s-a' zz 4 (i — zz 8 ) 4 z a" zz 8 (i — zz 8 ) 4 — \/D = o. 

On a a remarquer cette circonstance importante que le coeffi¬ 
cient a' est nul, et qui tient a ce que dans le developpement des 
racines suivant les puissances de \Jq = i], savoir : 

* = 4 yj~i ‘L + ‘f -h. . ■), 

la quantite entre parentheses ne contient pas la premiere puissance 
de i]. De la sans doute resulte qu’on a ainsi le type analytique 1 c 
plus simple des equations du septieme degrg resoluble par les 
fonctions elliptiques. 

3 ° n = 11. 

En designant comme precedemment para, [ 3 , ,.., des constantes 


(') Cel exposant est impair lorsque n - ii dans les coefficients des puissances 
puircs dc mais, ce eas except^, il est toujours pair. 



~ 11 4- 0 a. u- (i — ft 8 ) 4 - a' a'* (i — u 8 ) 2 4- z 8 a" a 6 (i — u 8 ) 3 

4- z 1 u 8 (i — a 8 )' 2 ((J -f- (3 '« 8 -+- (3« IG ) 4- z G u l0 (i — « 8 ) 3 (y -4- y '« 8 4- y u 10 ) 
-i-z 5 u lh ([ — u 8 ) ! <-(o 4- o' u 8 4- o"« 1G 4- 8'« 24 4- ou 3 ‘ 2 ) 

4- z’* m g ( I 4- u 8 ) G (s 4- s'ii 8 4- s' « 18 4- s" « n 4- s '« 32 4- em 40 ) 

4- z 3 « 8 (i — u 8 )'-'{r i 4- r/ li 8 4- 7j" it 16 4- r{"u u 4- r{' u 32 4- r/ « 40 4- r, e’* 8 ) 

-4- z 2 it 1G (i — c 8 ) s (£ -4- a 8 £"u 16 4- C"ic 24 -+- C'^ 32 -+- £/“ 40 ~t~ K » 18 ) 

4 - z« 4 ( i — « 8 )°( 0 4- O '^. 8 4- 0 " 4 - 0 "'« 24 4- 0 "« 32 4- 0' ft ' 1 - 0 4- 0 «'* 8 ; 

— = o. 

Ces constantes pourronL 6trc determinees en developpant les coef¬ 
ficients suivanL les puissances dc q, et subsliLuanl pour z le ddve- 
loppeinenl corrcspondanl suivanL la puissance de '(/</. Le calcul 
asscz long auqucl on est conduil n’est nullcmenl impraticable; jc 
n’ai pas cru ccpcndanl devoir m’y amker, car le principal inl<h’6t 
([u’on peut atlacher an resultat concerne surloul l’clude cles equa¬ 
tions du onzieme degre resolubles par les fonctions ellipliques. 
J’indique encore une fois, en tcrminanl ici mes rccbercbes, ces 
belles questions quj olFriront une dcs plus imporlantes applications 
dc la lh6orie fonddc par Abel et Jacobi. Mais e’est surtout l’lruvre 
propre de l’immortel auteur des Fund amen La d’avoir reconnu cos 
rapports si rcmarquables des nouvcllcs transccndanles avec l’AI- 
gebre et les proprieLes dcs nombres. Entre lanl de beaux rdsul- 
laLs dus a son genie, et qui out ouvert dcs voies fecondes a la 
Science dc nos jours, je ne puis m’empdeber de rappcler dans les 
Notices des premiers volumes du Journal de Crelle les enonees 
relatifs aux propridles dcs equations entre le multiplieateur M ct le 
module k. C’est la en elTet que M. Kronecker a Lrouve le principe 
de la metbodc si remarquable pour la resolution de I’dquation du 
cinquieme degre qui m’adl.6 communiqudc dans une Lettre publice 
au Lome XLVI, page i i 5 o, cles Comp Les rendus, et Ton pourra voir 
dans un travail Lrcs important de M. Brioschi sur ce sujet(') com¬ 
ment celte meLhode rdsulle des relations singuli6rcs cju’a donndes 
Jacobi entre les racines clc ces equations dans le cas du sixi&me 
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degre. Les travaux de ces deux savants geometres ont ainsi ouverl 
une voie plus facile pour arriver a la resolution de l’equation gc- 
nerale du cinquieme degre que celle que j’avais suivie en prenanl 
pour point de depart la reduction de Jerrard a la forme 

a ? 5 — x — a — o, 

et c’est en suivant cette nouvelle direction que j’esperc plus Lard 
pouvoir y revenir pour contribuer a en faire I’dtude approfondie 
qu’elle demande. 



BE 

L’EQUATION MODULAIRE DU HUITIEME DEG-RE. 


lixtrail d’nne Lcllre adressee a M. Brioschi (Annali di Matematica 
pur a cd applicata, i. II, 1859, p. 09). 


«_J’ai enlrcpris Je calcul tie la reduction de l’equalion rnodu- 

laire du huiliome dc^re an scpliemc, cL void Ic rdsullat ddfinili(' 
auquel jq vicns dVlrc aracne. Soil fait, on inLroduisanl la va¬ 
riable «(’), u = cp(to), 1 <rs luiil racincs seronl 

/ to ■+- j G m \ 

9 (7 co) cl cp(--- 


le nombre cnlier m elant pris suivanl Je module 7. Or, en prenanl, 
on premier lieu, 


to -I- I () \ / 


; = ( 7 CO ) — ? w ^ ^ ^ 


7 / 


a ~ t- 


cl, cn second lieu, 




-)] 


7 

to -I- 1O.4 


^to -+- 16. J 


(') Voir C. R., l. XLVI, p. 5 io. 



je trouve que 3 depend de cclle equation du seplieme degre, sa- 
\ oir : 

Z‘ — 42.7’- v /— -CLkk'Kz‘"-~ 4'.7' (a — :i )k i k’*z 

- '1 6 7 :! v /=7/^(i-A-* + A-‘) = o, 

a etant 

Et z' depend de fequation Louie semblablc que I on en deduil cn 
changeant le signe du radical y — 7. Lc Tail analylique essenLiel 
dans cette question n’est pas lanl, ee me semble, dans {’absence d’un 
certain nombre de termes de cetle equation; cc qui me frappe le 
plus, e’est qu’ilse presenle deux types d’equations du seplieme de¬ 
gre resolubles par les functions elliptiqucs, et je vais essayer tie 
vous faire voir jusqu’a quel point on doit les considcrer comine 
distincts. Pour cela, je vais defniir avec precision quellcs so* it les 
fonctions non symetriques des racines z ou des racines z ! <ju i 
s’cxpriment rationnellemenl par les coefficients, et vous reconnaf- 
Irez que ces fonctions, analogues sans doute, nc conlicnnent pas 
les monies permutations des racines. A cet efTet, ct suivant L’usagc, 
jc represente par l’indice x etant 1111 nombre entier pris sui¬ 
vant le module 7, les diverses racines 3; pour abr^ger, jc pose 
encore 

fl(j") — 'xx- — x~° (mod 7). 

» Cela pose, les fonctions non symetriques des racines tjui 
s’expriment rationnellement par les coefficients sonl colics cpii 
demeurent invariables par les subslituLions 

( ) ^,('1 '^UX+tl 1 

a etant un residu quadratique de 7, b ct c deux culicrs cjucl- 
conques. Les formules (A) representeut ainsi 

:;. 7 -f-3.72 = 168 

substitutions differentes, formant, suivant fexpression dc M. Cau¬ 
chy, un systfhne dc substitutions coniuguees. Or, cn passant a Fcx- 
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I) 12 G n 12 . 8') 

ce qui conduit a un sysleme dc 168 substitutions conjuguees, a 
savoir : 

J-V) ^'ux+b, r Ki^:Vbh)+r, 

ct il s’ensuit qu’il exisle non seulemcnl 1111 Lypc, coimne l’avail dit 
M. Kroneckcr ( 1 ), mnis deux types dc fonctions dc sept leltrcs 
possedanl Lrentc valeurs distinctes. 

» Rien dc plus facile d’ailleurs a demonlrer cjue (A.) el (A 1 ) 
sonl des syslemes de substitutions conjuguees; cela resulte dcs 
congruences suivantes, oit a csl loujours supposd residu quadra- 
tique dc y, savoir : 

0 (ax) == a- 0 (x), 0 \ m - 1 - 0 (,r)J =t-h -am 1 0 4-.r^ - 1 - const., 

O'(ax) == a- 0'(a?), 0' [ m 4 - O' (a?)] ~ /n v 0 ' 4- x J 4 - const. 

« Dans ces congruences, les fonctions Q(.z), 0'(x) cntrenl, 
commc vous 1 c voyez, absolumenl dc la memo manure. La thiiorio 
de Fequation niodulaircdu douziemc degrii conduit a des resuHals 
analogues, que j’csperc pouvoir vous communiquer dans 1111c autre 
occasion. 

» Kn m’occupanl dc cetlc recherche, j 1 ai du encore employer 
eelte expression analylique des substitutions qui m’a etd fort utile, 
mais dont je nc sais si I’on pourra tirer parti cn dcliors dc ces ques¬ 
tions. 

» Quoi qu’il en soil, voici quelques remarques a ce sujel. Dans 
le cas de cinq lctlres, les 120 substitutions sonl ainsi represcntecs, 

la valeur a = o titant cxceplcie cl les indices etant pris suivant Je 
module 0. 

» Pour septlettres les 5 o 4 o substitutions seronl, d’une manicirc 
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en attribuant a la fonction 0 ces diverscs formes, savoir : 

d(x) = — x* dr ->.x-, 

0(x) = 3xdzx : >, 

0( x ) = x* - 4 - ax* 3a-x ( a quclconquc ), 

0 (ir) =.= x s -{- ax 3 dr x- -+- 3a”- x (a non reside dc 7 ). 

» Quant a ce qui se rapporte a 1111 n ombre premier dc letlres, 
j’ai bien quelques types generaux de formules dc substitutions, 
mais d ! antres questions m’empechenl de suivre ces rechercbcs 


Paris. 17 decembrc i838. 




SUR ^INTERPOLATION. 


Comptes rendus de l’Academic des Sciences, t. XLVIIJ, i 85 g (I;, p. 6a. 


La question donlje vais m’occuper dans cellc INole cst cclle ([ui 
a pour objet de rcpr^senter approxiinalivemcnl par un poljnome 
d’un degrii donne m une fonclion F(a?), donl on connait les valeurs 
pour x = x 0 , x l: x-2 ,..., x n , n etant sup^ricur ou au moins < 5 gal a/», 
en se donnant la condition cjue la somme des carres des differences 
entre ce polynome et F(.r), pour x = a? 0 , a?i, . x„, multipli^es 

cbacune par des nombres donnes, soit un minimum. M. Tchebichef 
a le premie]' rdsolu cellc question importante dans un excellent 
Memoire sue les fractions continues, prtSsenUi en 1 855 k 1 ’Academic 
de Saint-IV:Lersbourg ('), et e’est de son analyse inline que j’ai tird 
une nouvellc methode qui, sous une forme plus generale, donne 
les rdsultals de hauteur, inddpendamment des fractions continues, 
el en les rallachanl immidialemenl a la formulc d’interpolation 
de Lagrange. 


r. 


Soit 

/O) = (.T — x a ) (x — 

Celte formulc est, comme on sail, 

f(x) "-o /(>) 11 1 _ i _ 

X — Xq/'{x 0 ) x — Tifixt) ■" X — X n j"(x n )’ 

et si I’on y ajoute le produit c\ef(x) par un polynome arbitraire, 


■^...(x — Xh). 


A*) 





superieur a n, et dcvenant encore u 0 -, un„ pour 


Mais en designant par §{x) un polynome indctermine el faisanl 
f(x)Q(x) 


M*) = 


(X — Xi)f\Xi)%{Xi) 


celte expression plus generate de la formule de Lagrange peal en¬ 
core etre presentee ainsi : 

* n(*) =/o(ar)M 0 -t-/i(af)«i-4-. ••+/«(#)“«• 


Cela pose, voici comment s’en tirent les fornmles nouvelles qui sc 
rapportent a Interpolation par la methode des moindres carres. 
Faisons dans n(^r) la substitution lineaire 

l' H u = « 0< , 0 i’/l, 

^ ) it 1 = «1( ; 0 -+- b v Vi 4 -. . .4- l { (’«, 

( ttn = &tiVo 4- b /t Pi 4-. . . 4- l, L i’/;, 

determinee de facon que l’on ait 

ll\ 4- il\ 4-. . .4- U% = p 2 4- C'i 4-. . .4- V% (*). 

En posant 

<P 0 (x) = a 0 / 0 (x) 4- a,f,(x) 4-.. . 4- a„f n (x), 

*i( a? ) = b ofo(x)+ b ] f i (x)^-...-+-l> ll f n (x), 

‘LiO) = ia/o(x) -+- b/iO) 4-. . .4- l n J'n(x), 

il viendra 

n(«) = 4>o(a?) Co 4- (’! 4-. . . 4 - C I\,0) <>„, 

et 1’on aura, comine consequence immediate, l’c'galile suivantc : 

n2 O 0 ) -t-n 4 (a?i) 4-... 4 - n 2 (^„) = + ^+ ...+ 

Or les fonctions d>(.z) qui naissent ainsi de la formule de Lagrange 
poss^deni, en vertu de cette egalite, les propridtes fondamenlales 






( 3 ) 


^ ^,n(xi) <t> /n '(Xi) = O, ^ <J J ; n (3?i) = I, 

et de ces proprieles rdsulle, comme l’a remarquc M. Tehcbiehef, 
la solution immediate de la question quo nous avons cn vuc. 


Observons, cn elleL, que les i'onclions conliennenl louies 

en facleur 0(.a?), de sorle qu’en faisanl 

( I >m ( x ) = ?;/,(*•) 0 (.r), 
on a un system e dc n + i polynomes 

?oU'), CplO), <p„(x) 

dii n Il ' mo degr<£; or, apres avoir clioisi m i de ces polynomcs, par 
exemple 

<?o(x), «?i(af), •••• <?mO), 

si l’on demande dc determiner les cooflicicnls A., B, . . U, de idle 
sorle que la soimnc des carres des valours do la di(Terence 


pour 


F(a?) — A o 0 (a?) — H©| (a?) —. . . — II 


X = X 0 , X I, x n , 


multiplies par des noinbres donnds, soil un minimum, on ope- 
rera comme il suit. Disposons de 0 (tf), dc maniorc quo les poids 
des erreurs soient 

OOo), 0(.r,), •••, 0(x n ), 


F expression qu’il f'aul rendre un minimuni sera 


y] [F(xs) — Av 0 (X/) — Btpt(X{) —..ricp /;i (a7/)] s 0 s (a7;)) 
ou bien 


on tronve qu’eu vertu des equations ( 3 ) une seule inconnuo sub- 
siste dans chacune des equations ainsi formees, ce qui donne ira- 
lnedialemenl Jes valeurs 

A (xi) F(xi) O(a'.v), 

/=0 

B =2i CS>1 (^)F(^)0(^)« 

/ --0 


H = V F(a?/) OO;), 

i =o 

el, on posant 

~(x) = A©o(a")-J-Bcpi(a?)-+-. . II (p «/(•'»'), 
on cn conclul immediatement qu’on a 

^ T^(sci) 0 -(Xi) = F -{%i) 0 2 O/)- 

i= 0 i—0 


III. 

Mais, parmi les divcrses expressions auxquelles nous parvenons 
ainsi, el qui dependant des elements arbitraires de la substitu¬ 
tion (i) sont en general du n ibma degre, il reste a decouvrir cedes 
qui, pour une determination convenable de celte substitution, sc- 
ront seulement du m l4 “° degre, de maniere a r^soudre la question 
pcoposee par l’emploi d’un polynome du degre le plus petit pos¬ 
sible. Soit, a cet effet, 

les equations (2) donneront, par la suppression du facteur Q(.r), 
conmuin aux deux membres, 

cpo (a?) = a 0 £ 0 (x) -t- a x £ x (x) . .-t- a n £ n (x), 

CD (x) = bn £ n (&) -+- b,£i x) -1-.. .h- b £, x). 



- - J- - 1 - -- , » \ - / -7 

<?i(x) au premier degre, et en general o/(x) an degre i. Eflectivc- 
menl, on aura, pour cju en soil arasi, a poser---equations 

entre les coefficients « 0 , a n , &<>, b { , .. b, n . .ce qui est 

pr^cisement le nombre des quantites arbitraires que comporle 
d’apres sa nature la substitution (1). Or de la resultera un systeme 
special 

tel que la formule 

A©o(a ") -+- 1Jep| (,r) --j--... -h II © 


eoniposec avec ces fonctions, sera precisement dn degre m. Ccpcn- 
dant il serait difficile par ceLLe voic de parvenir a exprimer expli- 
citeinent les nonvelles fonctions par .les quantitbs x 0 , x K , .... x„ 
ct G(.'/■'). C’est au moyen de l’equation fondameniale 

ll 2 (a ,, 0 ) -t- ir 2 (a?i) -f-... II 2 (a.' rt ) = vl ef -+-... -l- vf n 

cm faisiinl usage des proprieles des formes quadratiques, qu'on y 
arrive et qu’on etablil lc iheoreme sui\ant : 

Soit &. tn 1 'invariant de la forme 

V ( r — .r/) (e„ -l- a?/C, -l- x'j <> a rf' -1 ) 2 0 2 (a?/), 


qui sera un polynome du. m ii,ne degre en x, donl Vexpression 
analytic]tie est bien connue; si Von designe par o,„ le coefficient 
de x m dans ce polynome, on aura 

>/°tn bm- i-i 

Pour m = i, oil il n’y a pas ii proprement purler d’invariant, on 
devra faire 

A| = (.« — Xi) 0 s (x,-) } 


et pour m = o prendre 



Le signe clu radical carre que presentent ces tommies resle arbi- 
traire; car dans la fonction 

7t(,r) = \o 0 (x) -+- licpi (x) ricp,„(:r) 

le coefficient H on general ayant pour valeur 

2 ?/«!*/) 

rhangera de signe en memc temps queip„ t (a?), elle produit H«p /;i (#) 
lie cliangera pas. 

Je rcmarqnerai enfin, en terminant, que la suite des quantiles 
i, A ( , Ao, ..A„ + , possede a l’^gard de I’eqnation f(x) — o les 
proprietes des fonctions de M. Sturm, pourvu que le polynomc 
arbitraire 0 (j?) ait ses coefficients r^els. C’est ce cpii r^sulte de la 
forme quadratique dont elles ont ete deduites. 


SUU LA [{EDUCTION 


FORMES CUBIQUES A DEUX INDETERMINEES. 


Complex rendus, l. NLVIIf, i85cj (I), p. 8a i. 


La llieorie dcs formes eubiques a deux indelerminces a etc dans 
ecs derniers lemps le sujet de plusieurs Memoires imporlanls dus 
a M. Arndt cl publics dans les Archives de Grunerl el, dans le 
Journal de Cre/le (annee iSoy). L’aulcur, cn ajoulant beaucoup 
aux premieres decouverlcs d’Eisenslein, a donnti dans mi de res 
Memoires line table de formes reduites aver, leurs eovarianls qua- 
draliques pour tons les determinants nc^atifs jusqu’a aooo, el il 
serail bieu a desircr que les formes a determinants positifs de- 
vinssenl l’objcl d’un pared travail. Mais dies semblenl presenler 
dans Jeur nalure quclquc chose de plus complexe, de sorte (jue la 
mdthode de reduction don I, j’ai dounc le prineipe (Journal de 
CrcUo, l.XLI, p. 210) laisse subsistcr de grandes diflieulies pour 
oblcnir les conditions caraeldristiqucs des formes reduites. (idle 
question m’ayanl paru mcriler de nouveaux elldrls, je me suis al¬ 
lache a cu recberchci' la solulion compline, el. j’ai I’bonneur do 
presenter a I’Academie, dans cellc Nole, les resultals que j'ai ob- 
tenus a\ce I’iudication dc la melbode que j’ai sumo. 


Je rappcllerai d’abord qu'en posant 

f — ax s H- 3 bx 2 v -+- 3 cx v- ■+- dy 3 = a x — <xv)(x — S v ) (x — v v 


reelles, le covariant 

? = (f) [(a — P)*(a- —7^)* -+•(* — Y) 2 ( a ’~ —Y) 8 ^ —«T) S ] 

= A a? 2 -hi\ixy-h Cy 2 , 

et dans le cas oil a est seule raeine reelle, [j et y etant imaginaires 
conjuguees, ce second covariant 

'V = (f) [ •>•(* “ P ) ( a “ T) — yjr ) — ( £ — v ) 2 fa? — ajK ; 2 ] 

= P a- 2 -+- 2 Q ocy -f- R y- 

sont des formes reduites dans le sens propre aux formes quadra- 
tiques a determinant negatif. La grande difference de ces deux cas 
tient a ce que <p s’exprime rationnellemenL par les coefficients de /, 
tandis que d>, fonction symetrique en [3 eL y seulement, est essen- 
tiellement irrationnelle. Cependant ces propositions, faciles a eta- 
blir, leur sonL communes : 

i° Deux formes reduites distinctes representenL, en general, 
deux classes differentes et, si elles sont equivalentes, elles sc de~ 
duisent I’une cle l’autre par les substitutions qui cliangenL en elles- 
meines les formes 

x- -l-jr 2 , x-±xv-+-y z . 

2° Soient D = B 2 — AG le determinant ou invariant de f cL A 
sa valeur absolue, les coefficients de la forme reduile verilienl 
les conditions 

3. Z 

ad< (iy^> bc< (iy^- 

Mais, a l’egard de ces limitations, une etude plus approfondie de 
la theorie de la reduction fait voir qu’il y a lieu de distinguer les 
deux cas, et pour D < o, M. Arndt a deja reconnu qu’elles de- 
vaient 6tre remplacees par celles-ci : 





IP 


FORMES CUBIQUES A DEUX. 1N D ET E R M IN E E S. 


II. 


Les relations 


A~x(b- — rtc), B — be — rtf/, C = ^(c 2 — bd) 

donnent 

C b 2 — i B be -+- Ac 2 = — AC, 

C 3 « 2 -+- 2(3 ABC — 4 B 3 ) ad -+- A 3 f/ 2 = i (AC — fB 2 ) 2 , 


et, en appliquant les regies connues, on trouve aisement, pour le 
maximum de be, l’expression 

AH -h B 3 + (i-r B*) v/T+¥* 

4 * 


et, |)our lo maximum de ad , celle-ci : 


en faisant 


— 3 AB h- B 3 -{- (A -i- B 2 ) v/a -+- B 2 
4 A 


A = AC — B 2 . 


Or ces expressions, fonctions de .13 seulemenl, oni clles-memes des 
maxima qu’on determine en observant que, d’apres la propriele 
caracteristique des formes rdduites, 13 - nc peat surpasser £A, et 
e’est precisemenl a eelle valeur IimiLt; que correspond Je maximum 
de be, cl il en sera de meme pour ad dont la derivee, par rapport 
a 13 , admel pour raoine I 3 2 = •* A. De la se tirent les conditions 

ad< \/'^' ic< t/i A - 

Pour la limite de be, le coefficient nuindrique esL, comme Pon voit, 
moindre que celui de M. Arndt ( Archives de Grunert, anndc 
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III. 

La metliode precedente ne s’applique pas immediatement aux 
formes cubiques de determinant positif, ear il serait difficile de 
former Jes relations e 11 Ire a et d d’une part, b et c de l’autre, et 
les coefficients de la forme reduite (P, Q, R). G’est cependant an 
fond le meuie principe que je vais encore employer. E11 premier 
lieu, je remarque qu’on a les relations suivantes : 

A« —■aBQ-:-C 1 > = o, 

B2 _ AC - PR — Q* = 1 ), 

de sorte qu'a l’egard des coefficients A, B, G, il sera possible 
d'operer exactemenl comine ci-dessus. Ainsi on form era entre A 
et G Pcqualion 

R* A» H- -a(PR - - 2 Q 2 ) AC + ps(;a = 4 Q*( PR _ QS), 

<[tii donnera [iour le maximum de AG la valeur 

PR —Q* = D; 

et d'une maniere analogue s’obtiendra, pour le maximum de JJ-, la 
quantite PR, et Ton parviendra aux limitations 

AC < D, B2 < | D. 

Pour arriver maintenant aux coefficients de la forme eubi([uc, 
je me fonderai sur l’egalite 

4 D/-’ = (d; - ©) (2 + ©) 2 , 

d'ou je tirerai, en egalanl dans les deux membres les coefficients 
de 



de ad el be en fonction de P, Q, R; Je maximum de ad est donne 
par la valeur limite 

B 2 = PR = D -t- Q 2 , 

les raciues de Ja d^rivee etant imaginaires a cause de la relation 


< 2 ’< 3 C ' 

e’est l’expression 

Qs -t- (4D -t- Q 2 ) v/Dh-Q 2 
4 D 

Pour be il exisle deux maxima qui correspondent a 


B = — Q -+- 




ct B = v/PR = \/D -+- Q 2 , 


savoir : 

DQ + Q 8 -+- Q D-h Q 2 j D-h Q 2 q 3 q 2 ^ H _ ( > * 

Id el 4 D 


Maintenant il lie restc plus qu’a chercher de nouveau les maxima 
de ces expressions, qui seront evidemment donnes cn rcmplacant Q 
par sa limite supdrieurc 13 . En choisissant pour be le maximum 
maximorum, on parvient aux limitations 


ad < 


j’y joindrai 


ad H- !> be < 


l/S»' 


])■ 


ac 3 — db 3 < —- D, 
6^3 


dont la dernierc s’obtienl par celle equation 


4 \/D (ac 2 — db 3 ) = v/D — B 2 -t- Q 2 (D — B 2 -+- /, Q 2 ). 


IV. 

J’arrive maintenant au point le plus important dans la th^orie 


presentent en effet sous forme irrationnelle par rapport aux coeffi¬ 
cients «, 6, c, <:/, et il s’agii d : en deduire des relations absoiumenl 
equivalenles, mais rationnelles. J’observe a cet ell'et que l’dquation 
du troisieme degre dont depend la forme 6, savoir : 

4 <13 —302^ — ©3 — D/* = O, 

a, comme la forme cubique f(z,y), une racine reelle et deux ima- 
ginaires conjuguees. Or, en nommant P 7 , Q 7 , R 7 et P 77 , Q' 7 , R 7/ les 
determinants imaginaires conjugues de P, Q, R et posant e = dti, 
on pourra remplacer les inegaliles proposees par celles-ci : 

(P -i- asQ) (P'4- 2 sQ') (P"-+- 2 zQ ") > o, ( R - P) (R'— P') (R"— P") > o ; 

et alors les premiers membres etant des fonctions symetriques des 
racines de la forme f(x,y) pourront s’exprimer raLionnellemenL 
en a , 6, c, cl. Le calcul auquel on est ainsi conduit s’eflectue aise- 
ment si l'on observe que — o est un carre, et qu’en faisant 
4 1 — o = y-, les trois valeurs de y sont donnees par l’equation 

x 3 -^ - 91 — \/Df=o. 

De la sorte on parvient au resultat suivant : 

Les conditions necessaires et sujjiscintes pour qu'une jorme 
cubique 

f(x, y) = ax 3 3 bx-y -+- 3 cxy 2 -+- dy 3 

de determinant positif D so it reduite sont 

- (A -+- 2 £ B )•* -f- 3 D ( A -+- 2 E B ) -+• D < /’(l.o) i /’(t, 2 £)]>' o, 

^ (G — A) 3 4- 3D(C — A) D/(i, i)/(-i,i)>o. 

On peut, en introduisant le covariant cubique 

F _ 1 1H ( h__d£ c h\ , 

6 \ dx dy dy dx) ’ 


lp.s lr^spnlpr sons; n Up anh-p fnn 
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La question de la reduction des formes cubiques de determinant 
positif est ainsi completement rdsolue, et c’est l’objet que j’avais 
principalement en vue dans cette Note. Je la terminerai en indi- 
quant un point de vue sous lequel on peut la rapprocher de la re¬ 
duction des formes de determinant ncgatif, ou l’on se sert du cova¬ 
riant quadratique cp = (A, B, C). A cet effet, j’observe cjuc le second 
covariant cj; = (L, Q, R) satisfaisanl a liquation 

4 ty* — 3 cp 2 <]/ — tp 3 — D/- = o, 

on en lire 

Or, en posant 

tf = A(a? — p y) (a-—ay), 

on recommit aisement que celte expression est dc la forme 
m (x — pyy- - 4 - n(x — ay)*, 

tn et n ayant des valeurs essentiellemenL positives, de sorle epic <h 
etant supposfe reduite, cp sc trouve necessairement dans le groupe 
de formes egalemeut nominees reduites, mais sous le point de vue 
propre aux determinants positifs. Etc’estle premier exemple d’une 
determination speciale pour I’unc des formes de ce groupe, qui, 
sauf le cas des classes principales et ambigucs, se prfsentenl Lou- 
jours comme rcunies, sans qu’il y ait lieu dc faire entre cllcs au- 
cune distinction. On peut done dire, en clcruicre analyse, que 
toute forme eubique de determinant positif ou ncgatif estdclinie 
comme reduite en memo temps que le covariant quadratique 


cp — (A, b, G). 



EXTRAIT D’UNE LETTRE A M. BORCHARDT 


SUR LE RESULTANT 

DE 

TROIS FORMES QUADRATIQUES TERN AIRES, 


Journal de Crelle, t. 57 (1860), p. 371. 


« ... En posant avec M. Cayley : 

cp = (a, b, c,f, g , h)(x, y , z)*-, 

'?'=(«'> c ')/' 5 <r': h')(x,y, s)*, 
cp"= (&", 6", c", /", £•", /i") (a?, y , 5) 2 , 


j’ai cherche a exprimer le resultant au moyen des vingt determi¬ 
nants que donne le systeme 


(A) 


a b c f g h 

a' b' d f g' h' 

a" b" d' /" g" h" 


lorsqu’on prend, de loutes les manieres possibles, trois colonncs 
verticales. Pour abr^ger l’ecriture, je les designerai ainsi : 


(abc), (abf ), (abg), 


de maniere que I’on ait par exemple 


a b c 
( abc) — a! b' c' 



ces aeux lormes, savoir . 


X 3 

y 3 

z 3 

x-y 

y-z 

| + 

-(6//0 


~(abg)\ — (bch) 

■+■ (afh.) 1 — (b/g) 

Z 2 X 

xy‘ J 

yz- 

ZX* 

xyz 


-( abf) 

1 — {beg) 

4- ( ach) —( abc) 

4 ( acf) | 

— (bgh ) 

1 (c//i) \ 

— ( a fs ) — a(//rA) 

$ 3 

; 3 

V 

l'r, 


| -+• ( bc .f) | 

— (aeg) j 

4- ( abh) | 

\ — (bcg) 4 -{ach) 

— 2 (c/h) + 2 (afg) 



r Y 2 

‘I** 

& 



— (cibf) 4- ( ctcf) |— ( abg) — (bch) 4- (abc) \ 
-h 2(bgh) 4- 2 ( cgh) 9.(af/i) 4- 2(bfg) — /, ( fgh) I 


» Mainlenant, si I’on ddsigne parS/etSF les invariants du qua- 
tri&me degrd de M. Aronhold par rapport aux formes eobiques f 
ct F, le resultant sera 

R = SF — ifiS /. 


» II se Lrouve done exprimd au moyen des determinants du sys- 
leme (A), el. Ton voil immddiaLemcnl que, si l’on remplace cp, <p', 
<p" par 

Xcp —|— X ; cp —|— "K"o" , jjt ,o 4— |jt' cp' 4- vo 4- v 1 o H— v* o " s 

il se reproduil multiplie par la qualri&me puissance du determi¬ 
nant 

I X V X" 
l x f' f" 


La demonstration suit d’aiileurs du m£me principe qu’a employe 
M. Cayley, en remarquant que, si J’on suppose 

i dU , i dU n t dU 

^ 3 dx ^ ~ 3 dy' ^ ~ 3 elz* 


U designant une forme cubique, oil aura 

/= HCJ, F = — PU ( 1 ). 

» Maisil estun autre point de vue sous lequel on pent envisager 
la determination du resultant en reclierchant, comme l’a fait le 
premier M. Sylvester, une expression analogue a celle du discri¬ 
minant d’une forme cubique. Cette expression remarquable, dont 
la decouverte est due a M. Aronbold, etant 64 S 3 — T 2 , l’analogie 
que nous voulons suivre conduit naturellement a essayer d’ob- 
tenir, par rapport au systeme des trois formes proposees, deux in¬ 
variants combinants qui coincident avec T 2 et S 3 dans le cas 
particulier ou ©, o', o" sont les derivees partielles d’une forme 
cubique. Or M. Sylvester a ddja donne une fonct.ion qui, dans ce 
cas, se reduit non seulement a T 2 , mais a T lui-mdme, ainsi l’ana- 
logie est a cetegard aussi complete qu’on peut le desirer. Mais il 
n’en est pas absolument de m£me en ce qui concerne l’autre terme 
du resultant qui, au lieu de devenir S 3 , se prdsente comme une 
fonction lineaire de S 3 et T 2 . 

» Les recherches suivantes conduiront, comme on le veut, a un 
invariant combinant qui se reduit pr^cisement k S 3 ; mais leur ob- 
jet principal sera surtout de donner un premier exemple de 1’ex¬ 
tension aux formes a trois indetermindes de m<khodes appliqudes 
seulement jusqu’ici aux formes binaires, et que j’ai ddveloppdes 
dans un Memoire du Journal de Mathematiques de Cambridge 
et Dublin, j855. 

yy Je rappellerai d’abord cette proposition dont je ferai souvenl 
usage. Soient/ —^ Vx a y b z c un covariant et F(£, r„ £) un con- 
trevariant par rapport a une ou plusieurs formes, en opdranL avec / 
sur F de la maniere suivante : 

V n d a +b+c p 

Zi v dpd-tfdx*' 

on obtiendra un contrevariant, et si, d’une maniere toute sem- 
blable, on op£re avec un contrevariant G = ^ Q£ a 7 ;P <^Y sur un 

covariant g, le r^sultat ^ Q J J aJyl dz y sera un covariant - 



tion suivante : 


/* F 


2 fju+b+c p 

d^drfdXf 


G 




^a+3+y 
dx* dj'P ds Y* 


Supposant par cxemplc que f el F soient le covariant et le contrc- 
variant cubique, par rapport aux trois formes quadratiques ©, co 7 , o". 
dont les expressions ont dtd donndes plus haul, on Lrouvera 

/ » F = G(agh) (be/) + G(bfh) (ach) 4- 6 (cfg)(abh) - 8 (afg)(bfg) 

— 8 (bgh) (cgh) — 8( cfh) (afh) — f\(abf)(acf)-+- (beg ) ( cibg ) 

— [\(ach)(bch) — -i(abf) (cgh) -+- •x(abg) (cfh) 4- ■i(bcg) (afh) 

— i(bch) (afg) 4- : >.(acf) (bgh) i(ach ) (bfg) 4- i (abe) (fgh) 
4_ 8 (fgh)* —(abe f. 

G’est prdcisdment, sauf le signe, la quanlild T donl M. Cayley a 
donnd un an ire mode de formation, el Ton apereoit immddiatc- 
ment le lien de cello expression avee I’invarianl de sixidme ordre 
des formes cubiques, car, cn supposant 

_ _r dU , _ j. i 

° 3 dx ’ ° 3 dy ’ ° 3 dz ’ 


cite sc rdduit a l’invarianl du sixiemc ordre dc U. 
» Faisons, cn second lieu, 


® F = l\ 4 - mv\ 4- <p' F = V\ -h m'rj 4- n 1 


cl posons 

l m n 
i m' a' , 
/" m" n" 



ce delenmnanl sera un invariant combinant du douzidme ordre 
par rapport aux. formes donndes, ct si, corarnc tout a I’heurc, on 
fait I’hypolhcse 

_ j_ dO ji rfU „ _ £ dU 

* 3 dx ’ ^ 3 dy* ^ 3 dz ’ 


on aura prdcisdment 


s == S3. 
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S designant l’invariant du quatrieme ordre de U. Lc resultant re- 
latif a o, o', o" sera done 

r» i s — T*, 

expression analytique qui realise, autant qae possible, ceLLe ana¬ 
logic avec le discriminant d une forme cubique que M. Sylvester 
a le premier reconnue. 

» Mais le fait qu’il importe prineipalemenl de remarquer, c’esl 
l’existence des trois contrevariants lineaires simulLands 

o«F, cp' F, cp" F, 

par rapport au systeme des formes quadratiqnes proposees. En 
effet, si l’on en ddduit, en transposanl, la substitution suivanLe : 

x = /X -+- l' Y + £"Z, y = mX -+- in' Y -+- /n"Z, z — nX -+- n' Y -t- «"Z. 

et, qu’apres l’avoir eflectuee dans o, o', o", on designe les Lrans- 
formees obtenues par tl, d/, d/', on aura ces deux propositions : 

» i° d/, d," soni les deriveespar rapport d X, Y et Z cVune 
mSme forme cubique. 

•» 2 ° Tous les coefficients de cette forme cubique sonl des in¬ 
variants simultanes des trois formes proposees o, o', cp". 

» Ce second resultat oflfe le premier exemple de ^extension 
aux fonctions a trois inddterminees de la notion des formes types, 
que j’ai introduite dans 1’etude des formes binaires de degrds im¬ 
pairs et en partant des covariants lindaires propres a ces formes. 
En second lieu, considerons, en faisant abstraction pour plus de 
simplicitd du denominateur, la substitution inverse de la prded- 
dente, savoir : 

X = (in' n"— n' m") -+- ( a' /' n")y-\- (V m"— m! l")z = Lx -j- M y -4- N z , 

Y = —mn!')x -+- {In" — nl")y (m l" — lm")z= \ 'x Wy -a- 
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sera nn covai'iant cubique et 

2r = <p(L m -+- Mr -+- N w ) - 4 - y'( L' u -4- M' v -+- N' w) y" (L" ii - 4 - M"e ■+• N"» 

un covariant double, cn u, c, w d’une part el x , y, 3 de Pantr( 
Or on a la relation 

,, ^ dO di) dO 

j .j — u —-h r -7— H- tv -7- > 

dx dy dz 

d’ou 

r dO , „ „ 

i£ = L t + L ? +L t' 

i = il« + H'»'+MV, 

:> dy 

1 _ T ,, 

3 = N ? + N ? + N T • 


Ainsi les m ernes quantilds /, , //, ... se prdsentcnl dans la trans¬ 

formation de variables comme dans la combinaison syzygdtiqne 
par laquelle on ramene les formes quadratiqiies proposees aux de¬ 
rives parlielles d’une meme forme cubique. On peut d’aillcurs 
aisdment les ealculer par la remarque suivante : Nommons ( I J , $>', 
<I>" les formes adjointes de cp, o', o", el considdrons le tbkerminani 


dy 

dy 

dy" 

dx 

dx 

dx 

dy 

dy' 

do" 

'ti¬ 

tit 

ti 

dy 

do' 

dy" 

ti 

ti 

ti 


En le meLtanl suceessivement sous ces trois formes 


y ti 

^ dx 


dy 

1 dz’ 


ytiL 

^ dx 


dy dz 


dy" 
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I°4 . 

g ^ » L’analyse precedente s’applique evidemment a l’etude de deux 
^ ^jrmes cubiques binaires simultanees et conduit a Pegard de ces 
ormes a des resultats entierement semblables a ceux qu’on vienl 
le voir. C’est line extension nouvelle donnee ainsi a I’analogic 
ex ju’ontrevelee les decouvertes de M. Hesse et de M. Aronhold entre 
lcies formes cubiques ternaires et les formes biquadratiques binaires, 

' et qui doit compter, ce me semble, parmi les resultaLs les plus in- 
teressants de l’AIgebre moderne. Peut-etre pourrais-je y revenir 
plus tard, mais avant de terminer j’indiquerai encore, puisqu’il a 
ele question plus haul des formes types, comment on peut etendre 
an cas d’un nombre quelconque d’inclbterminbes la notion des 
formes canoniques telle quc je l’ai donnee ailleurs pour les formes 
binaires. A cet effet, j’admettrai l’existence de deux covctrianls 
quadra tiques 

o(x, y, 3, . . .), y, 3, ...), 

par rapport a la forme ou au systeme de formes donne. Cela posb, 
la substitution lineaire de a?, y, z, ... en d’autres indbterminbes X, 
Z, ... qui fournira la reduction a la forme canonique, sera de- 
finie par les conditions 

o(x, y, 3, . ..) = aX- ■+• b Y 2 cZ- -+-. .., 

60 , JK, a, = H-pys 

» On verra aisement comment se presentent, en partant de la, 
les propositions fondamentales que j’ai donnees dans le cas des 
formes binaires. 


Paris, 14 fevrier i860. » 




EXTRAIT DE DEUX LETTRES A M. BORCHARDT 


SUR L INVARIANT 
DU 

D1X-HUITIEME ORDRE DES FORMES DU CINQUIEME DEGRE 

ET SUR LE ROLE QU’IL JOUE DANS LA RESOLUTION 
DE L’EQUATION DU CfNQUIEME DEGRE. 

• Journal de C relic, t. 39 (1 SG i ), p. 3o/J. 


«... J’ai enlrcpris, on suivanL la methodc de M. Kronecker, 
de creuser un pen plus a fond la resolution de liquation du cin- 
quierae degre.... Claemin faisant, j’ai eu a dludier l’invarianl du 
dix-huilieme ordre des formes du einquiemc clegrd qui joue un rdle 
fondamental dans la marclie que j’ai suivie. Peut-dLre vous inldres- 
sera-t-il de connaiLre comment il s’exprimc au moyen des racines 
^07 x \i x ii x s 5 x h de Fa forme rcprdsentec par 

f— a(x — x 0 y) (x — xiy) (x — x t y) (x— x s y) (x — x lt y). 

Yoici le rdsukat quo j’ai obtenu. Soit, pour abrdger, 

(run) — x m — ,r„, 

on aura 

I = a‘»}(oi)(o4)(32)-H(o2)(o3)(i4)|l(oi)(oa)(43) + (o 3 )(o 4 )(i 2 )ll(oiXo 3 X 42 )-H(o 2 )(o/|)( 3 i 
x j(i2)(io)(43) + (i3)(r4)fao)j l(ia)(i3)(o.i)H-(i4)(io)(a3)l 1(i2)(i4)(o3) + (i3)(io)(4v 
X )(23)(2i)(o4)-i-(24)(2oX3i)| j(23)(24)(io) + (2o)(2i)(34)j ((a3)(2o)( 1 4) -+- (24)(a I )fo3, 
x |(34)(32Xio)-t-(3o)(3r)(42)| |(34X3o)(2i) + (3iX3a)(4o)| |(34)(3 1 )(ao)-i-(3o)(3a)(x4; 
x |(4oX43Xa0 + (40(4a)(o3)| ((4o)(4iX3a) + (4aX43Xoi)| |(4oX4a)(3i) + (4r)(43Xao) 
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moins ane. Le produit total est done Lien symdtrique par rapport 
a toutes les racines, et l’on reconnait d’ailleurs immddiatemenl 
qu’il represente un invariant, car il ne change pas quand on rem- 
place les racines par leurs inverses et qu’on les augmente d’une 
meme quantite. 

» Designons par X 0 , X,, X a , X,, X, les cinq produits de trois 
facteurs, dont se compose I’expression de l’invariant .1, de sorte 
qiie 

x 0 = ! ( 01 ) (°4) (3 :>.) -f- (oa)(o3;{i4;i 

X J ( 01 J (o3 ) (43 ) -t- (o3) ( o4)(i2)' 1 (on (o3) ({■>.) -+-( 02 ) (o {) (3i)(..., 

on peut ecrire 

I = a 18 X 0 X i X ;t X , 

et X^ sera une fonction rationnelle et entiere de la scale racine Xf,. 
Cela pose, les quanlites suivantes : 

= a°X 0 (i«)(i3)(i4)(a3) (*4)(3|), 

-1 = « 6 x, ( -23 ) (24) ( ao ) f 3.0 ( 3o ) ( 4 O) , 
z 2 — «sXo( 34 ) (3o) (3i) ( 40 ) ( 41 ) Co 1 ), 

53 = o«X 3 ( 4 o)( 4 i)( 42 )(oi)(o 2 )(ia) > 
i* = a«X 4 ( 0 i)( 0 2 )(o 3 )(i 2 )(i 3 )(a 3 ), 

seront elles-memes, sauf un facteur qui est la racine du discri¬ 
minant, des fonctions rationnelles semblables de x 0 , ..., car 

on peut ecrire, par exemple, en represenlant le discriminant par A, 

* =oSX ^ 

0 0 ( 01 )( 02 )(°3)(o4)’ 

ce qui est ^videmment une fonction rationnelle de x u . Or, l’equa- 
tion du cinquieme degrd, dont les racines seront ces quantitds s 0 , 
Si, ..., aura pour coefficients des invariants, et sera de cette 
forme 

3“ L 3 3 MA 3 -1- 1 y/A 8 = o, 




LETTRE ADRESSEE A M. LIOUVILLE 


SUR LA 

THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 


APPLICATIONS A L’ARITHMETIQUE. 


Comptes rendus de VAcadimie des Sciences, l. LIII, 186r (II), p. 21 
et Journal de Mathematiquespares et appliquees, 2 e sei\, t. VII, 1862, p. 25 . 


« Depuis noire dernier enlrcli.cn sur les questions arilhmdliques 
qui sonl l’objel de vos rccbcrclies el ou vous m’avez donne un 
nouvel exemplc de la grande fecondite des melhodcs donl vous 
conservez le principe, je pensc avoir reussi, dans unc cerlaine me- 
sure, 4 donner salisfaction a un ddsir cjue vous m’avez plusieurs 
fois exprime relalivemenl aux beaux llidoremes de M. Ivronccker 
sur les nombres de classes de formes quadrnliques. Ces Lheorfmies, 
qui semblcnl par leur nature devoir nalurellement enlrer dans le 
cerclede vos dLudes sur lesfonclions numdriques, restaicnl cepen- 
danl comme Isolds el apparlenant a un ordre d’idees ires dislincl 
ou la theorie de la multiplication complexe dans les fonclions 
ellipliques paraissail seule pouvoir donner acces Les demonstra¬ 
tions du P. Joubert ddcoulent en elfelde celle theorie ou la notion 
de classe de formes quadraliques s’ollre de la inaniere la plus nd- 
cessaire el joue le rdle le plus important. J’atlachc a ces demons¬ 
trations un grand prix, car elles eclairent et dlendent la theorie 



elliptiques, et elles ajoutent un des plus remarquables exemples 
de ces liens caches quireunissentl’analyse transcendante a l’arith- 
metique. En parvenant par une autre voie a ces theoremes de 
M. Kronecker, c’est a l’ordre d’iddes qui vous apparlienl que je 
pense les avoir rattaches de la maniere la plus directe, et, si je ne 
me trompe, dans le sens inline de vos previsions, car la notion 
arithmetique de classe se trouve remplacee par l’idde heaucoup 
plus simple et plus elementaire des formes rdduites. 

» Je suis parti des identites que fourniL le developpement des 
quotients de fonctions 0, cn series simples de sinus ou de cosinus, 
et dont Jacobi a montre le premier la grande importance en d^cou- 
vrant de cette maniere l’expression du nombre des decompositions 
d’un entier en quatre carres par la somine des diviseurs de cet en- 
tier. Une extension fort simple de ce proccdd consiste a considerer, 
au lieu seulement de sin am z, cos ams, Aams, les produits de 
fonctions doublement periodiques par des puissances de quan¬ 
tity 0, c’est-a-dire des expressions ayant la periode l\ K, el se 
multipliant par un facteur exponentiel, lorsqu’on ajoute su’K/ it la 
variable. 

» En faisant z = ot posant avec Jacobi 

0 (z) = i — iq cos 2 a? -+- nq'* cos4a? — •iq' 3 cosGa? -+- 
H(z) = i\/q sin a? — 2 y, q ,J sin 3 a? 2 y, q 25 sin 5 a? —. 

0i (.z) = i -t- -2q cos 2 a? -+--iq'+ cos4a? -t- 2 ^° cosGa? -+- 
H t (z) = 2 \/ f q cos a? -+• 2 y / q' 3 cos 3 a? -+- 2 {/ q 2& cos 5 a? -+ 

de sorte qu’on ait 

i H(a) . /IP Hi(^) t 

sin am z = cos an^ = 4/ -y A amz = \f k 

y/k Q (z) V k: &(z) v &(z) 

les plus simples de ces fonctions seront 

H(z)6,(z) H,(js)e,(js) H(z)I-I t (z) 

®{Z) ’ ©(*) ' ©(*) ’ 

H Hz) Ilj(,g) ©]_(£_) 


(0 
( 2 ^ 





pour les premieres. 




K 


H(z)6 1 (^j 

0(Z) 


= sina?y y 

■+■ sinJa^y y 9 (1 + ay- 1 ) . 

-+- sin i>a? \ y 25 (n- 2y-*-|- 2y~ 4 ) 

-+- sin 7 x y/<7 49 (i -+- 2 q~ l -!- 2 y-* -+- 2 y ~ 9 ) 


H- sin(an+ i )x(/q( 2 ' l -+*>' J (i-i-2q-- I -i-2q--' l -h . . .-f- 2y-" a ). 




/c'K H 1 (g)e 1 (g) 

2 it 0(5) 


= cos a? y/y 

— cos 3a? \! y 9 (i — 2y -1 ) 


-t- cos 5 x \ y 25 (i — x q~ l -+- 2 y~ 4 ) 

— cos7a? y/y 49 (1 — 2y _i -1- ay-* — ay- 9 ) 


-M-0' 


cos (2 11 -+-1)a?v/y(2'i+o a |" 


— ay-^-j-ay-*— ... 
-t-2(—i)"y"‘ J 


t/- 

V 2 it 


0( 5 ) 


= si 112 a? y ( 2 y/y- 1 ) 

-f- sin 4 a'y 4 (2 \ 7 y-' -|- 2 y/rp 9 ) 

-t- sin 6 a? q 9 (2 y/y~' -|- 2 y/y ■+■ 2 y y~ 29 ) 

-+- sin 8 a?y i0 (2 y /p 1 -1- 2 pp 9 -i- 2 yVp 211 -+- 2 (/^*») 


-+- sin 2na?y ,i2 (2 y/y- 1 ■+• 2 y/y- 9 -h. . 2 y/y- t2 "- |J ' J ). 


Quant aux secondes, introduisons la fonclion suivanle : 

Z (a?) = cos2a?y (2 y/y- 1 ) 

— cos 4 x y 4 ( 2 y/y^ — 2 yAp 7 *) 

-+- COS 6 a?y» (2 y/y~<" — 2 y/y 3 ® ■+■ 2 y/p 2 ® ) 

— cos8.ryi° (2 \/y— 1 — 2 \/y-' 9 2 \/q~ ri — 2 y/y— 1 ►») 
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et ces constantes, savoir : 


— 111 1111 - -s- V_T!_AJl_ 

i — rj i — fj* i — </ 5 i — <7 7 


- = 2(-r^ 


-(2/«+l)(2«H-3) 


- (2//J+iJ(2//i-t-3) 


B = 

v \ y 15 + \ ( r'° 

i q t -j- fj 3 i -t- y 5 

-4- 

i-* -r 

.=y ^ 

jLA I -4- qini+l 

C = 

i 9 3 -i_ ? s 

4 ‘ r-t -q 1 H -q k 

_i_ V" ; . . 
1 -4- q 6 

.=i+y 

4 I -4- ^ 2/,t 


ou encore 


elles donnent 


\'? A =2 


'? b =2i 


r -4- 


7(2»l-t- l) 2 

£_ . 

1 -4- (f- m ’ 


kK 

■lit 


sin am all (a) = 


s//cK 


H-(-5 ) 

0(Z) 


= A0(.-)-0 (o)Z, 


/cK 


— cos am;H[(v) = 


y//r/c f K H?(a) 
2 u 0(a) 


= B0(-)- 0,(o)Z, 


K_ 

2TC 


A am a 0 j (z) = 


\//c'K 

2TC 


e?(*) 

0(a) 


C 0 (a) — H, (o ) Z. 


» Ce second groupe de fonctions se distingue essenliellemenl 
du premier par la presence des fonctions completes A, B, C, dont 
void le caractere arithmetique. Ddsignant par n les nombres en- 
tiers = 3 (mod 4), on aura d’abord 

k. — 2 , CL nq'* 1 , B = (—i) * a a cf k>> , 


le coefficient a n <$tant la somme des valeurs de l’expression 




» Faisons ensuite, on supposant n pair, 

c = \ -+-2(-o* c,iq "' 

» Si l’on ddsigne par d les diviseurs impairs de rt infdrieurs a sa 
racine carrde et par d' les diviseurs impairs plus grands que sa ra- 
cinc carrce, on aura 

» Voici done deux nouveaux exemples de ces parli es de lb ac¬ 
tions que Kronecker a inlroduiles en ariLhmeliquc el qui s’od'renl 
sous un point de vue si different dans les recherches ddlicales el 
profondes de ee savant gdomelre sur les modules qui se rapporlenl 
a la multiplication complexe. Par cette nouvelle origine, elles se 
IrouvenL ralLachees de la manfere la plus immediate a l’ensemble 
dc vos travaux sur les fonctions numdriques, et peul-dtre mdme nc 
scra-l-il pas impossible dc ddfinir par des equations dilferentielles 
les fonctions qui leur donnent naissanee cn partanl de ces expres- 
sions : 


a 

> 

1! 

< 

l »(*> 

} dz, 

Tt B = \Jkk' 

/‘ ,C »i(~. 
(, ©(-s) 

- dz. 


r K ef (z] 
/ ~q(7) 

] dz. 


» ,le remarque encore, comme un nouveau trail de la distinc¬ 
tion a dlablir enlre les fonctions (i) et (A), que la quantile Z(#), 

qui domic A et B en y faisant x = o ct x — ™> conduit, pour 

x = & cette relation 

4 


dont le developpement>a la forme 

Le nombre n est =— i (mod 8); k n est la somme cles quantites 



pour tous les diviseurs de n infdrieurs a sa racine carrde, c’est-a- 
dire encore une partie de fonction. Au contraire, dans ces cas et 
d’autres analogues, les developpements des expressions (i) ne con- 
duisenl jamais qu’a des fonctions numdriques completes. 

» Apres ces deux groupes de fonctions, la suivante : 


(z) 

e*(-3) 


pourra servir d’exemple du cas le plus simple qui s’oflrc ensuilc 
dans la sdrie des expressions obtenues en multipliant par la pre¬ 
miere puissance d’une des quantites 0, une fonction doublemenl 
periodique. Elle donne, en ddsignant par <Jb une constante, ce dd- 
veloppement 


_k / ■!//]( ir-(^)e,(^) 

2 TV |/ TV 02 ( 5 ) 


^^ 0 ,( 5 ) 

— cos zxq \/q~ i 

— COS 4 xq'+ ( \jq - 1 -1- 3 \/q r «) 

— cosGa?^ 9 (\/q~ l -!- 3 \/‘q~' » -+- r > y q~‘ 1& ) 


— cos inxq’ 


[ 


V v< 7 -1 


+ 3 vr“+--- 

-h ( 271 — 1 ) f/'q-Un-D*. 


» On doit done encore regarder Jb comrae une fonction com¬ 
plete, dont la valeur, sous une forme analytique Loute semblable a 
celle de A, B, C, sera 




cles classes quadra tiqucs pour toules les formes de determinant — n, 
n etanl = 3 (mod 4). 

I-* 11/ • 11) • I'l 2 (>3)0J (z) 

» Pour le demontrer, je regarde i expression —— commc 
le prod nil de ces deux facteurs 


ii(=) e,(j i 
6(c) 


CL 


I'll! 

«f-) 


= y /k sin anu; 


or nous avons lrou\e 


4 /K llf^) 0,(^> . t,- 

4 / — --- — si u x \ q 

V ** «(-; , _ 

-I- sill 3 3? \ q a (i -+- 2 q~ l ) 

sin \ q 25 (i -+- ‘iq x + 2 q~ k ) 

= ^ s ' n ( art •+• l ) x \ q Vi ' l ~ u " X ^ 


le nombrc a devanl prendre les valours 


ol I on a 


o, rlr i, ±2, . .., :lz n, 


AK U(z) = 1JS siM r Jq_ 

7T e(s) “ “ i~q 


\!<r s 


i - ry« 


de sorle qu’cn mulliplianl menihre a membre les deux series, on 
devra precisemcnl reloinber sur le dc\eJoppetnenl ci-dcssus de 


-V— 

•1 TT y TZ 


11^5)0, (5) 


e*(s 


On irouvc aiusi, en sc bornanl an lermc constant, 


=2 


7~^77+T ( l •+■ ay-" 1 + a c l~* H~ • • .-0 2q~ ,,i ), 

T27 qZn+i C i ’ 



par 


\/q - ,l+1 (i -+- # 2 ' t+1 


<j,2(2k-H!) ^ 


2 -^±d+l 2 /H-l) 7 > 

q 2 


6 designant tous les nombres entiers de zero a l’infini. £n posant 
N = (2rt4-i)(2;i + 4^ + 3) — 4«b 

et designant par / yl (N) le norabre de fois que cette Equation aura 
lieu pour une valeur de N, en supposant n et b entiers el positifs, 
a compris dans la sdrie 

o, dr i, ± i, .. ., dr 7i, 

on aura evidemment 


)) Ceci pose, j’observe que la valeur de N representera Lous les 
nombres entiers = 3 mod 4, et qu’on peut l’ecrire de ces Irois tna- 
nieres, en faisant correspondre a chacune d’elles une forme qua- 
dradque de determinant — N, savoir : 


^ j N = (2n 1) (i n -4- 4 b -i- 3) — 4 a 9 -, 
I (in -r-i, ia, in -+- 3), 


II. 

III. 


( N = f in -+-1 ) (4 n -b 4 b -+- 4 — 4 ct) — (in + i — sa) 2 , 
( (2 7i h— i, i n -+-1 — ia, 4 ^ d - 4 ^ + 4— 4<*)j 

( N = (2 71-J- I) (4/l-i- 46 •+■ 4 +/}a)-(2 7H-'H-2fl) 2 , 

} (in-hi, m-h i-hia, 4 n *+■ 4 b -+- 4 -+- 4 «)• 


» En employant la premiere pour les valeurs de a infdrieurcs, 
abstraction faite du signe a la limite 2n , la forme quadradque 

correspondante representera toutes les formes rdduiles de deter¬ 
minant — N, 011 le coefficient moyen est pair, et qui sont, par 
consequent, de l’ordre proprement primitif, chacune d’elles dlanl 
prise une seule fois. Les classes ambigues seront renfermdes dans 
ce premier groupe et correspondront a ci — o (Gauss, Rech. arith ., 
p. 288). Pour les valeurs de a qui vont de la limite inferieure 



—-—a la limile supeneure n, nous emploierons la seconde ex¬ 
pression en leur altribuant le signe el Ja troisieme en leur don- 
nant le signe —. On aura ainsi, deux fois rdpdt^e, une serie de 
formes (/>, <7, r) de determinant — N ou se trouvent satisfaites les 
conditions 

<?>«, ary< />, ‘iq<r. 

)) En permutant p et r lorqu’on aura p >■ /■, cette sdrie donnera 
toutes les formes rdduites de determinant — N ou le coefficient 
moyen est impair el positif, l’un des coefficients extremes dtant 
aussi un nombre impair. On doublera leur nombre si Von y joint 
les formes opposdes (/?, —<7, /■) qui en sont distinctes et appar- 
tiennent a des classes diffdrentes, puisqu’il n’existe point de formes 
ambigues ayant un coefficient moyen impair. Par consequent, a la 
totalite des deux sdries de valeurs positives et negatives de a cor¬ 
respond exaciement la totaliie des formes rdduites, proprement 
primitives du determinant —N. Ainsi la fonction/'’(N) qui s’est 
offerle d’abord comme la somme des nombres de solutions des 
dquafions I, II el III, rcgoil cette nouvelle et importante signifi¬ 
cation arilhmetique de reprdsenler lc nombre des classes propre- 
menl primitives de determinant — N. Liquation 




8 * 13 ) 


<h, 


envisagee sous ce nouveau point de vue, monlre Vimportance de 
la fonction complete de I’expression ■ ct va donner tr&s 

aisdinent Vun des thdoremes de M. Kronecker. 
y> Je fais pour cela x = o dans I’dqualion 


K / ' lkK II2 (-) 8 |( 3 ) 

2 TZ 7T 0 2 (3) 


= — cosixq \Jq~ { 


— cos 4 xq'« (y -+- '1 yV/-a) 

— cos 6 xq* {tyq ~ 1 -+- 3 y - 4 - 5 \/q~ n ) 



serie dont le terme general est 


9' 




L’exposant N est = 3 (mod 4 ), ^ ^ reprcsente la somrne des di- 

viseurs de IS 1 superieurs a sa racine carrde, et^jT d la somme des 
diviseurs qui lui sont infdrieurs. 

» Le coefficient de cf est done prdcisement la fonction designde 
par W(N) et definie dans le Mdmoire de M. Kroneckcr au mojen 
de la relation 

En emplojant cette notation, on pourra done dcrire 

0,(o)2^(N)r/ N = 


et cn egalant dans les deux membres les coefficients d’une merac 
puissance de q , on trouvera 

F( N) + a F( N — 22 ) + a F( N — 4*) h- ... h- % F{ N — 4 A' 2 ) = W (N). 


Or cette relation est donnde en ajoutant membre a niembre les 
equations (V) et(VJ) du Memoire de M. Kronecker, et observant 
quelafonction o(m) qui y figure s’dvanouit pour m = N == 3 (mod 4 )- 
» D’autres theoremes resultent d’une ddtermination diffdrenLe 
de -.l>. En premier lieu, je fais le produit des deux series 


AK 2 

1 TT 2 


0i (z) — i iq cos a a; -+- iq 1 * cos 4 ;r-+-2g' fl cos6.r-t-..., 


}]Hz) 

©*(*) ' 




n 9 n 


9 

> -q- 


a 9 - 


qui donne pour le terme constant dans le second membre l’ex- 
pression 


V n 9' 






H 2 (-g) 61 (-s) 
e*C 5 ) 




IUJ ' 1 

i — q 1 ' 1 


-2 


nq H * +n 

> — r'’ 


et, par consequent, 

i { /IM a, : - y nq " _ y /i y wt+,t . 

jy 7 T i — <7 2 " i — q‘ l " ’ 

Soit 


2 ^£-.=2 

2^=2^)^ 


<£^(71) represenlera Ja somrac clc lous les diviseurs de n dont les 
conjugates sont impairs cl'Fi ( 71 ) la somme de tons les diviseurs 
moindres quc \/n el qui 11 c sont pas de memo parilc quo leurs 
conjugues. Ainsi pour n impair, <l>|(n) coi'ncidera avec la somme 
de Lous les diviseurs que M. Kronccker nomine <£>(/?.), el’ l F 1 (n) 
sera nul. Cela etant, l’equation 


1 = 2 , "'.('ii 1 ?« 

donnera ce nouveau theor^me ou n esl quelconquc : 

F( 4 11 — 1) + F ( 4 n — 3' 2 ) +... -H F [4 n — ( 2 a -1- 1 f} = <I> x (7 1 ) — W , ( n) . 


» Je considfcre en second lieu le produit des devcloppcmenLs 
dc H(,z) el de la ddrivee de cos ama, & savoir : 


HW=sfi sina? — ityq* sin 3 a? -h a\/<y 2B sin 5 a? —..., 

\/¥ -: n 1 


^ JL V?1 sin 

■K- 0 2 O) I -+- q i -b q 3 


En opdrant de ltifime on Irouvcra 


smt ,M A= y 


somme des diviseurs de N inferieurs a la racine carr^e. L’equation 

donnera par suite ce troisieme theoreme 

F(~N) — jf(N — »*) -iF( N - 4*) -... 

Nzi 2Lii<I>(N) — 

+ a(-i)*/ , (\ — 44 :*) =(-1) * vf 2 (N) = (—t) * ■ ■ -- - --• 

» Le temps me manque en ce moment pour donner le systeme 
eomplet de toutes les relations de cette nature, et m’occuper des 
autres tlieorcmes de M. Kronecker ct de ceux oil le P. Joubert(‘) 
a introduit des fonctions nunniriques distinctes des prec^dentcs, 
J’aurais surtout a retrouver ceLte relation 




? 4 V 

H(K)^(i->«+.)*’ 


qui sans doute doit resultcr de combinaisons oil entrc la fonction 
M. Kronecker, en la donnant coraine Pexpression analy- 
tique d’un de ses theoremes, avait bien evidemment pressenti la 
signification qu’elle recevrait dans la th^orie des fonctions ellip- 
tiques, et, a cet dgard, je ne puis trop admirer la penetration 
dont il a donnd la preuve. 

» Vous rn’avez aussi plusieurs fois parle de la decomposition 
des nombres en trois carres; dans le cas ou il s’agit des nonibres 
= 3 (mod 8), et ou les carres sont tons impairs, voici comment 011 
Lrouve le nombre des decompositions. 

» Soit <Jt> 1 ce que devient Jlo par le changement de cj en — q ; en 
posant pour un instant e = £/— 1, on aura 


.1. —sJbi 

2 


= 2 , 


Sri H-3 

F(8n-+-3)q 4 . 


(’) Voir C. B., t. L, i860 (I), p. 774 et suiv. 




—Ti/^r 


8 |( j ) 

0^(3) ‘ 


Comrae en changeant q en — q, lcs quantiles 

\/~> *(-). H( = ), «,( = ) 


deviennenl 




0,(5), Ell(3), 0(5), 


2 ttXi = e 3 



H 2 (^)0(5) 

0f(5) 


dx. 


Mais, par la substitution cle ^ — x a x , Finlegralc se change en 
celle-ci : 


d’oiv rdisulte 


£ 


0 3 (5) ' 


'J. TZ cjli i 


2 //K /‘X.k K /■* lff(5)0,( 5) 

It V It ,( B 2 (5) 


c/a?, 


et, par suite, a cause de e 5 == — i, 


2 TZ ( gJId — £ oJia, ) 

Or on a 
il s’ensuit que 


27t(X — sX,) 


i*, r [ ||3 (-=) + ^iM(<g)lQ.(-g ) 

7T Y 1C J 0 0 2 (>) i 

II 2 ( 5 ) -+- k 111 ( 5 ) = A’0 2 (5), 




et l 3 on en conclut la relation 


» - 1 8rtH-3 

--- - = ^F(Sn-+- 3)q * = (\/q -+- y/$r u . .) a 
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qui cst 1’expression tie ce theoreme arithmetique cjue le nombre 
des representations d’an entier N=3 (mod 8), par la forme 
x--\-y- ^ 2 , en supposantar, y, s de rn^rnc signe, est precisemenl 

egal an nombre des classes quadratiques du determinant — IN pour 
lesqnelles an au moins des coefficients extremes est impair. 

» Quant au cube de ou 0| (o), il estdonn<$ sous une forme 

singuliere, et dont je n’ai pn sufflsamment approfondir la signifi¬ 
cation en faisant x — o dans l’dquation 

A am s0i (z) = C0(5) — Hi (o)Z. 


On obtient ainsi immediatement 




v' n ' + ' n 

I q- m 


OI.(0)2(-'V 


r _ 


Je laisse done de cote ce resultat el d’autrcs du merne genre pour 
vous indiquer, en terminant, de quelle maniere je concois la liai¬ 
son de la tbdorie des fonctions elliptiques, dans ses applications a 
1’arithmetique, avec vos recherches generates sur les fonclions nu- 
mgriques. 

» Je considere pour cela les developpements suivant les puis¬ 
sances de q , de sin anas, cosarn:, Aams, et je remarque qu’en 
posant 


/cK . 

— sm anu = 2^ , 

k K Vi ’2-Z± c l„ 

— cos am 2 =2^ (- 1 ) 4 ^ncy , 

K 

— Aam 5 = M- 2 d T /t7 «, 


on a 


R„ = ^ sin dx , 



Clam mipcur, Lju uu ut’iiguc [)tu lb lea uivncun uc ±y , uxi auu* 

semblablemenl 

\ - d 

T„ = ( — i) 2 cos 2 V+1 c£r. 


On relvouve done ainsi les fonclions numeriques qui sc sonl si 
souvent presences dans vos recherches. 

» Soit encore 


/_k ii(-s) e^*) 

V ** e(3) 


v/ 


/dK 

nz 


Ui(z)Q i (s) 

0(3) 



0(3) 


= 2 ^"* 

= 2 V ^ : '' 

=2 Ww<jr ' /, > 


eL ddsignons par d el of'deux diviscurs eonjugiuSs, donl le produil 
soit n, on aura 

T, r 'V • d-hd' 1 V / d d' 

U„ = - sin —-— x, Y, t = - 2^ (— 0 1 cos —-— x i 


les sonunes s’clendanl a Lous les diviseurs du nombre n qui esl 
i (mod 4) el, en dernier lieu, 


W # 


- 2 - 


n 6lanl = — i (mod 4)- On recommit ainsi, au point de vue arilli- 
mdlique, Panalogie dcs nouvclles fonclions avec les anciennes, 
ct en incline temps leur difference qui consisle cn ce qu’un divi- 

seur d esl remplacd par On ne voil point encore d’ailleurs 

s’oflfrir de parties de fonclions, mais elles sc prdsentent en faisant 


Dans ce cas n esl = 


z (^) =2 ^* 9 p ‘ n * 

i (mod 4), et, en supposant d<^d', on 
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Ja somme lie comprenant que les diviseurs d, qui sont inf 
rieurs a \Jn. 

» J’espere, moil cher confrere, que vous n’oublierez pas m’avt 
aussi promis unc Lettre arithmetique qui souleve un peu le vo 
dont vous vous tdes jusqu’a present reconvert. Si vous le jugei 
propos, j’aimerais bien que celle-ci fut publide dans votre Jon 
nal, ou je la ferai suivre de plusieurs articles sur divers sujets q 
s’y rattachent et qu’en ce moment je suis oblige d’ajourner. » 



NOTE 


H U U 

LA THMIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Extrait de la (> c edition du Calcul differentiel el Calcul integral 
de L.vcuoix; Paris, Mallcl-Bachelier, 18(12. 


O11 donne, commo 011 sail, Ic 110111 dc fonctions algebriqlies 
aux poljnomes enlicrs par rapport a unc variable, aux quolienls 
de ces polynomes el aux racincs des dqualions donl le premier 
membre csl une fonclion enlierc par rapport a l’inconnue el ala 
variable. Les fonciions quo I’on appelle transcendcuiles sonl 
loules celles qui ne renlrenl pas dans la ddfinilion que nous 
venons de rappeler, par exemple les cxponenlielles cl les loga- 
riLhmes, les sinus, cosinus, langcnlcs d’un arc cle cercle, ou les 
arcs sinus, arcs langentes, ele. Les fonciions de fonciions qne l’on 
obtiendra par des combinaisons algehriqucs de ces premieres 
iranscendanles seronl encore dvidemmcnldes fonctions Iranscen- 
dantes, el l’on voil ainsi commenl on peul, quoique sans utilild, 
cn multiplier inddfinimenl le nombre. C’esl en quiltanl lc champ 
de l’Algdbre el, en quelque sorlc, des I’abord du. Calcul integral, 
qu’on esl amend naturellemcnl cl sans efl’orl & l’origine vdrilable- 
menl fdconde d’une infiniid de fonctions nouvelles, dislinctes 
essenliellemenl les unes des aulres, offrant pour cbacune d’elles 
un ordre de notions analyliques propres, en mdme temps que des 



H_ld Id UUCULC mAUCUC. iuujuujj * \^v uu^uJJij 

.ont attache les premiers la gloire de leur nom a cetle etude, en 
posant les fondements de la thdorie des Lranscendantes d dif- 

Jerentielles cilgebriques, dont les logarithmes J et les arcs dc 
cercle f ^ x . — , forment les lermes les plus simples et les plus 

elementaires. Apres les logarilhmes et les arcs de cercle, ce sont 
les fonotions elliptiques auxquellcs donne naissance l’etudc des 

intderales f — ^ -- ■ — i quiouvrent la sdrie desnouvelles 

J \/(i — x 1 )^ — k-x* ) 

foncLions et en presentent le premier terme. Ce seront celles aux- 
•quelles sera consacrde cette Note, et doni on va essayer de donner 
une premiere idde en presentant l’esquisse de leurs caraclcres les 
plus saillants. 


Proprietes communes aux fonctions circulaires et elliptiques. 

En rappelant tout a l’heure la definition des fonctions algu- 
hriques, nous avons dit qu’elles comprcnaient d’unc pari les 
polynomes et les fractions rationnelles, et de l’anlrc les racines des 
equations F(y, x) = o, dont le premier memhre est rationncl et. 
•entier, par rapport a la variable et a l’inconnuc y. Dans le pre¬ 
mier cas, les fonctions ne sont susceplibles que (Tune seulc el 
unique valeur pour touLe valeur reelle ou imaginaire de x , taiulis 
que dans le second elies o(Trent aulanl de determinations qu’il y a 
d’unites dans le degre de 1’equalion supposee irreduclible el qui 
serl a les definir. TJne difference du meme genre se m on Ire enlrc 
les transcendantes simples, sin#, cos#, tang# el arc sin#, arc cos#, 
arc tang#, les premieres ressemblant aux polynomes et aux frac¬ 
tions rationnelles, comme n’etant susceplibles que cl’une scule et 
unique determination; les secondes au contraire, en admellanl 
line infinite, sont a cet dgard comme les racines d’unc equation 
dont le degre serait infini. El il en est dvidemment de mdme pour 
l’expouentielle e x etle logarithme qu’on peut considerer comme 
defini par 1’equation transcendanle on de degrd infini eY—x. Ce 



sin a? 



1.2 " + " I . •! . 3 . /j 


el du fail inline de la convergence des series rdsulle qu’en les 
arrdlanl -k un lerme suflisainmenl eloignd, les Lranscendanles se 
irouveni, avec aulani d’approximaiion qu’on le veul, remplacecs 
par des poljnomes el des fraclions. Toul au conlraire, les deve¬ 
lop pemcn Is 

log(n-a?) = x— — -h y — ^ 
u' ■ sin a — r -+- I 1 ‘ * " r 
. ( l >• — x X > ' r !> * 



ne subsislenl qu’eu supposanl Ja variable moindre quo l’unile, el 
rassimilaliou approximative avee des pol yuonies li’esl ])ossible (jue 
dans un inlervalle fori reslrcinl. Enfin, cl eeci csl It; point (fil’d 
imporle surloui dc remarquer, par unc scule valour donnee, soil 
de 1’cxponenlielle on des fonclions eirculaircs, oil cn pent oblenir 
algdbriquemcnl ou nu'.mc ralionncllcmcnl am*, infinite d’aulres. 
G’est ainsi qu’eu Irigonomdlrie rcelilignc on calculc en parlanl de 
I’arc de io" ton les les valours du sinus, du cosiuus el de la lan- 
genle qui /igurcnl dans les Tables, propricle aussi rcmarquable 
qu’importanic de res fonclions, cl qui ddcoule des relalions 


e- z+ y = e x .ey, 

sin (x -try) = sin# cosy -+~ siny cos#, 
cos (a? -by) = cos#cosy — sin a? siny, 


lang(#+y) = 


tang a? *+■ langy 
i — lang# langy ’ 








fonctions relatives a l’argument a: et a l’argument y. Ces memes 
proprietes nous les trouverons dans les fonctions elliptiques donl 
elles constituent les caracteresles plus essentiels, et nous les rdsn- 
morons en disant des nouvelles iranscendanles, qu 'elles sont des 
fonctions uniformes, ct determination unique , analogues a des 
fractions rationnelles, auxquelles on peat les assimiler avec 
autant d 1 approximation, et dans une aussi grande elendue 
cpCon le veut, des valeurs de la variable , et de plus que les 
fonctions relatives d la somme de deux arguments x ety dex- 
priment algebriquement par les fonctions relatives d Vargu¬ 
ment x et d Vargument y. Enfin, et de memo qu’a l’exponen- 
tielle et au sinus rdpondent les expressions inverses, log - # et 

, . r dx r dx • 

arc sm#, ou bien / —, / , nous verrons. avec une mli- 

f X ' ^'- xi 

nite de determinations, s’offrir coinine inverse des fonctions elliji- 
tiques, l’integrale d’une nature plus elevec 

r dx 

ou la quantite placde sous le radical est du quatrieme degre cn x. 


De la periodicite dans les fonctions circulaires et elliptiques. 

Cette propriete importanLe manifeste d’une maniere toutc par- 
liculierc la difference de nature des fonctions qui la posscdenl 
avceles fonctions algebriques rationnelles dont nous les avons Lout 
a 1’heure rapprochees, et leur imprime leur caractere le plus appa¬ 
rent en quelque sortc de fonctions transcendantes. C’est cl’ailleurs 
par la period!cite que les sinus et eosinus interviennent dans presque 
toutes les questions de I’analyse, depuisles eludes qui ont pour objet 
les proprietes abstraites des nombres entiers, jusqu’aux applica¬ 
tions du calcul a la Physique et a 1’A.stronomie. A.ussi est-il bien 
digne d’intd:r£t d’etudier a ce point de vue, dans la longue chaine des 
nouvelles transcendantes, celle qui s’offre a son commencement et 
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et Jacobi firent simultandment la decouverte capitale que les 
fonctions ellipliqu.es possedenl deux periodes, une premiere qu’on 
pent toujoiirs supposer r^elle, eL une autre qui est necessaire- 
ment imaginaire. Jacobi demontra, en outre, qu’une fonction 
unil'orme d’une variable ne pouvait possdder plus de deux periodes, 
et M. Liouville apr<bs lui, embrassant dans toute sa gendralite la 
theorie des fonctions do able merit periodiques , fit voir qu’elles se 
reduisaient aux seules fonctions elliptiques, et mit bors de doute 
la prevision de Jacobi, que ces fonctions resumaient en elles Lout 
ce que pouvait presenter 1’analyse a 1’dgard de la periodicity envi- 
sagee dans le sens le plus eLendu. Nous allons dans ce qui suit 
nous occuper du mode d’apres lequel se inanifeste analytiquement 
ce fait si remarquable de la double periodicity, en commen<jant par 
etudier sous ce double point de vue la periodicity simple dans les 
fonctions circulaires. Mais, en premier lieu et en raison de son ca- 
ractere elementaire et puremenl ari thine Lique, nous donnerons la 
demonstration de Jacobi sur ^impossibility d’uncj fonction a plus 
de deux periodes. 


I. — Proposition de Jacobi. 

En designant par a et b deux quantiLcs dont le rapporL suit rdel 
et incommensurable, on sait par la theorie des fractions continues 
qu’il est possible d’approcher de ~ par une infinite de fractions 

rationnelles — de manure verifier la condition 
n 

a in e 
b n n 2 

£ btant moindre que 1’ unite. De la on tire 

, zb 
na — mb ~ •— • 
n 

Or une fonction ayant pour pdriodes a et b ne changera pas en 
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rendue plus petite que toute quantite donnee, et par la nous 
reconnaissons deja qu’il ne peut exister de fonction doublement 
periodique ou le rapport des deux periodes serait reel et incom¬ 
mensurable. 

C’est a cette meme conclusion d’une periode infmiment petite, 
ou du moins dont le module est infiniment petit, que nous allons 
parvenir en supposant trois periodes imaginaires : 

b = p + p' y/~, 

c = Y ■+■ T V—»• 

Je dis, en efTet, qu’on peut determiner une infinite de nombres 
entiers, m, n , /?, tels quele module de am -(- bn-hep soit moindre 
que toute quantite donnee. 

Considered pour cela la forme quadratique ternaire 

f = (aa?-t- Pj'-H y-8)*+ (*'# -+- $'}' -+• fz) 2 + 
ou \ est une quantite reelle arbiLraire et dont le determinant seia 
__ («P'- fo') 2 

Le minimum de f, pour des valeurs entieres des indeterminees, 
aura, comme on sait, pour limite superieure ^2 A, de sorte qu’en 
designant par m, rc, p ces valeurs, on aura 

(«»*+ ■+■ tP ) 2 -+- (a'm -1- ( 3 'n -1- y>) 2 -H < y/aA, 

et, a plus forte raison, 

(«+ fi/i-t- Yjo)2-t-(a'm -4- P'/i-+-y>)* < vCTK. 

S’il est done impossible d’avoir a la fois 



reconnaU que, \ croissant, A peut devenir aussi petit qu’on veut et 
qu’on parvient a des periodes dont le module, ainsi que nous 
I’avons annonce, est indefiniment ddcroissant. Toutefois, nous 
supposons que le determinant de la forme quadratique ne soit pas 
nul. Mais, dans ce cas particulier, au lieu de la forme ternaire, oil 
considerera la forme binaire 

(a x -+- §y )* -t- ( a' x - 1 - j3> ) 2 -+- ^ • 

Sous la condition a (S'— jda'^o, son determinant sera —-^ 7 — > 
et ne pourra jamais s’evanouir. Or, en supposant que le mini¬ 
mum soit donne pour x = m, y = n, on aura 

(afl!+P/i) 2 +(a , m + ^ * - j j f -• > 

et a fortiori 

(am-t- Pn)*-+- (ct'm -+-P'«)* < > 

de sorte qu’on pourra raisonner comme precedemment et parvenir 
a une periode am 4 - bn. dont le module sera d’une petitesse arbi- 
traire. Ce cas particulier rentre d’ailleurs dans celui dont nous 
nous sommes oecupe en premier lieu, car la condition a(d'— [da'=o 

exprime que le rapport a ^—^~=L = ^ est reel. 

II. — De la pir iodic iU dans les fonctlons circulaires. 

La notion gdomdtrique de ces fonotions, leur definition dans le 
cercle, met en Evidence iminddiatement LouL ce qui concerne la 
periodicity, tandis qu’au point de vue de 1 ’Analyse pure, en pre- 
nant, par exemple, pour definition les developpements 


ta nmite a un porynome enner —j > ou comme ia sene 

i q- y + ^ Y ~~ j -+-•••• Mais les fonctions circulaires sont 

susceptibles d’autres expressions oil le caractere periodique appa- 
rait tout aussi immediatement qu’en Gdometrie, et qu’il est d’au- 
tant plus intdressant d’etudier que d’elles-mdmes, par une genera¬ 
lisation facile, elles conduisent aux fonctions plus elevees qui 
possedent deux pcriodes difFerentes. Pour premier exemple, je 
prendrai le developpement en produit inFini 

')(-?)(-!)•- 



qu’on peut considerer comme la limite, pour ni inlini, du poly— 
nome 


'(■*) = * 


7) (-?)•••(' 


Or on voit tout de suite qu’on a 


?(* + 1 ) = — <p(a?) 


m -+-1 - 1 - x 
m — x ’ 


ce qui donne, en supposant m inlini, -j- 1)= — cp(,z), d’oii 
I’on eonclut sin( 7 :^ -f- 7 i) =— sin 71#, et en remplagant u.r par x , 
sin(;r -H te) =— sin#, et, par suite, sin (# 4 - 27c) = sin.r. 

Nous serons conduit a un second exemple, en prenant la de~ 
rivee logarithmique des deux membres de liquation (1), savoir 


it cotira? = 


X — I X — 2 X — 3 
x-\-\ _t_ a74-'2 + ’^H-3" T " 


En changeant x en x -h 1, le second membre devient 


x-+- 1 


X — 


X — 2 
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et, par suite, se reproduit, car les fractious parLielles n’ont fail 
que changer de place en s’avantjant chacune d’un rang. C’est ici 
qu’on voit s’ollrir par une generalisation facile la maniere suivante 
de reprisenler une function ayant pour pdriode une quantity quel- 
conque, a savoir : 

<p (.r) <p (a" — a) cp (# — -ia) g(oc — 3a)... 
o(,r+a)(5(a: + irt)(p(a:+3a)...; 

<p(a") -t- cp(.r — a )-+- o(x — ici) -+- f(x — 3a) -h. . . 

-h <p(cr -h a) -h o(x-h 2 a) o(cc -h 3a) -h. . .. 

La condition de convergence du produit on de ia sdrie infinie 
est seule a remplir, el, si l’on peul y satisfaire en choisissant pour 
o(x) une function qui soit elle-mdme pdriodique, on se trouve 
mene a l’expression d’une function a double periode. Tel serait, 
par exemple, le ddveloppemcnt 

ii i i 

sina 1 sin — a) sin(.r — aa) sin(a? — 3a) 

i i i 

sin(.r- 4 -«) sin(r-haa) sin(a" -+- 3« ) ‘ "* 

qui s’oflre prdcisdmenl dans la thdorie des functions elliplicjues, el 
qu’on.prouvera facilemenl dire convergent lorsque la quantile a 
sera imaginaire. Si l’on supposaildr reel, les Lcrmes successifs de la 
sdrie ne tcndanl pas vers zdro, la divergence scrail manifestc, ce 
qui s’accorde bien avec ce qui a eld dil prdcddemnicnl de l’impos- 
sibilild d’une fonclion deux pdriodes rdcJles. 

Mais on pcul nc pas employer 1 ’inierniddiaire d’une fonction 
ddjt\ pdriodique, el parvenir it l’expression d’une sdrie doublement 
pdriodique par cc ddveloppemenl doublemcnl infmi 

(sc ■+• tna -i- n6), 

a et b ddsignanl les pdriodes, m et n cles nombres enliers variables 
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m et n recevant encore toutes les valeurs entieres, en n’exceptant 
que la combinaison m = o, n = o. Mais l’dtucle approfondie de 
ces expressions a reveld une circonstance importante autant que 
singuliere. M. Cayley, dans un Memoire sur les fonctions double- 
ment periodiques public dans le Journal de M. Liouville, t. X, 
a fait voir que leur valeur dependait essentiellemenl de la loi suivant 
laquelle on fait croitre simultanement jusqu’a I’infini les nombres m 
et n. Par exemple, on obtient une expression analylique parfaite- 
ment definie et determinde, en admeltanl la condition que m et n 
soient les coordonnees d’un point contenu dans l’interieur d’un 
cercle x- -\-y- =R 2 donton augmente inddliniment le rayon. Mais 
en remplacant le cercle par une autre courbe, ce sera une autre 
fonction qui s’ofl'rira a la limile, et au lieu de realiser de la sorle 
des fonctions doublement pdriodiques, qui se reproduisent en 
changeant x en x -t- a et x + b, on parvient a des fonctions qui se 
reproduisent multiplies par un facteur exponentiel. Ces fonc¬ 
tions prdsentent en effet l’dlement analytique fondamenial sur 
lequel repose, comme nous le verrons, toute la thdorie des fonc¬ 
tions elliptiques. Mais on remarquera que la provision fundee sur 
Panalogie des expressions 

iH-s)- 

TT 

ne se trouve pas juslifide, et que les secondes ne sont pas prdci- 
sdment les fonctions a deux pdriodes, bien qu’elles en fournissent 
les dlements essentiels. Ne pouvant exposer dans Loute leur dten- 
due ces considdrations delicates et intdressantes, nous allons tou- 
tefois en donner l’idde en nous bornant aux produits simplemenl 
inlinis qui conduisent aux fonctions circulaires. 



1 envisage comine la nmile aeja consideree, savoir : 






pour m infiniment grand. Faisons, en effet, 


U->«(-r) (-?)■••(-;)• 
I (- 7 ) (-!)•••(-£)■ 


et concevons qu’011 augmenle indtdinimenl m et n en posanl la 
condition 

m = ton, 


to designanl une conslante d( 5 sign 6 e a l’avance; nous allons mon- 
trer que pour n infini la limile de o(.r) depend de to, et n’est p< 5 - 
riodique qu’en supposanl to = 1. 

Soil, pour abnSger, 


2 

2 


x — n 

x-+- nx 


x 

X -+- 1 


X — I 
I 

X -H •). 


liquation (1) donne, en prenant la d^riv^e Jogaritlunique ties 
deux membres, 


('O 


f'lfl _ V 

®(a?) jLd 


Or on a identiquement 


2 ^r 



2j=2 

2^=2 


;- 2 b 


de sorte qu’en faisanl encore 



et il s’agit d’obtenir la limite clu second membre lorsque m et n 

croissenl iusuu’a l’infini. Or les sdries 'V-- —-j 'V--—r 

J 1 jLj nx — n- mx -+- m 2 

sont Pune et l’aulre convergentes, ont sdparement des sommes 

finies et donnent lieu par consequent a des liniites parfaitement 

determinees, ob la condition m = w/i ne peut jouer un role. Mais 

il n’en est plus de raeme a l’egard des sdries dont les 

sommes croissent indefiniment avec m et d’ou rdsulte que a se 

presente comme la difference indeterminee de deux infinis, et il 

s’agit d’en obtenir la valeur. 

Nous representerons a cet effet, par une integrale definie, la 

scrie - + : en par taut de la relation 

i a m 1 

f dx — - . 

-A b 

On aura effectivement 

= f dx (l -i- x = f dx Lmd__, 

1 a rn X X 1 - * 

et il en resulte que la difference des deux series semblables 
2^’ 2 7 i s ’ ex P rime p ar 



et il s’agit de trouver ce que donne cette integrale en posanl 
m = ain, et faisant n infinini^ht grand. On y parvienl aisemenl 
par cette transformation tres simple 


ei, par consequent, pour n intim, t integrate men connue 


La quantity d^sign^e par 1 , ayant ainsi pour valeur /ca, ne s’^va- 
nouit qu’en supposanl w = 1, et, dans ce cas, liquation (2) de- 
vient 

<p' ( t ) _ I ^ I I ^ I 

cp (x ) x x — 1 ,r — a ’ * ’ x — m 

1 1 1 

x -h 1 " + " x -t- + '' ’ H- x -+- in 1 


el il esl visible qu’on peul reinplacer les deux series infinies par 
cette seule s^rie convergenle 

cp' (X) _ y a x -1 x 'iT 

cp(a 7 ) x x ' 1 — i x- — 4 "" x 11 — m* " 


dont la somine esl tc colMais, en general, el en laissanl enlre 
m el n le rapporl arbiiraire to, on aura 


cp (T) 

- = 7 T cot TT.r -+- / Cl 

v(x) 


d’od 


j' dx = / sin it a* h- a?/ a 


el, par suile, 


’ ¥<>) 


cp(.r) = Csinir.r, 


C ^tanl une cons la 11 le. 

Ce r^sullal mel en Evidence le genre parliculier d’inddlertnina- 
tion que comporle I’oxpressiou d - el pourra servir A 

faire coinprendre le fail analogue relalif au produil doublemenl 
infini j"^ x ^ 1 + —j donl la valeur gbnicale s’ohlieni en 

multipliani par une exponenlielle de la forme <?«•»*+£.•»+? une valeur 
particuliere, d^lermin^e en ddlinissani par une courbe, coinme 
nous l’avons dil plus liaut, la loi suivant laquelle on associe les 
nombres entiers m el n en les faisanl croilre inddfiniment. 


dont Tillustre geometre a fait la base d’une th^orie complete des 
fonctions doublement periodiques ( ( ). 


IV. — Proposition de M. Liouville. 

Elle consiste en ce cjue Louie fonction uniforme,f(a?), possedant 
deux periodes a et b , se reduit n^cessairement a vine constante 
si elle ne devient infinie pour aucune valeur de la variable. Par- 
tons en eflet de l’expression suivante, de toute fonction entiere, 
unilbrme, ayant pour periode <2, savoir : 


La condition f (x + b) = {(x) donnera Legality 



et, si Pon multiplie les deux membres par e ", on trouve, en 
integrant enlre les limiles zero et a, 

i-rch 

k ni e' n n — A //t . 

On en conclutque A m estnul, caren supposant imaginaire, ainsi 
C[ii’on le doit, le rapport des deux pdriodes on ne peut avoir 

e " = i que pour la seule valeur m == o. k m devant £tre sup¬ 
pose nul pour toute valeur de m, sauf m = o, on voit que f (x) se 
reduit a la constante A 0 . 

Cette proposition, aussi simple qu’importante, nous fait voir 
que les fonctions a deux periodes seront n^cessairement des trans- 
cendantes fractionnaires; elle rend compte a priori des singula- 
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ritds que prdsente la nature des produits doublement infinis 

TT i(h--— j), 

AX \ ma-+-nbj 

et montre {’impossibility de donner pour origine aux functions a 
deux periodes l’expression plus g^n^rale 

cp(.r) cp(a?— a) cp(a?— \>.a) cp(a?— 3 a). . . 
cp(#-+-a)9(;r-t-viai<p(2?-t-3«)..., 

en prenant pour 'f(x) une fonction periodique entiere. Mais ces 
expressions, si elles ne peuvent conduire aux functions a double 
pdriode, nous amenenl. a celles qui leur servent de numdrateur et 
de ddnominaleur, el c’est a ce moment qu’a proprement parler 
nous entrons dans l’dtude des fonclions ellipliques. 


Definition des fonctions H(a?), leur expression en produits 

et en series. 

Rien n’esl plus important ni plus digne d’intcrdt que I’etude 
attentive des procddds par lesqucls, en parlani des notions untd- 
rieurement acquises, on parvienl a la connaissauee d’une fonction 
nouvelle qui devieul I’origine d’uu nouvel ordrc de notions analy- 
tiques, et an traild complct sur le sujel qui lious occupc ne devrait 
ometlre aucune des mctbodes ddcouverles et suivies a l’dgard des 
fonctions ©(#) et H(x). Mais ici nous n’en indiquerons que deux, 
la premiere se lianl naturcllemcnt a ce qui prdcdde, et la seconde 
devant nous permetlre de donner un apergu sur les fonclions ana¬ 
logues, mais a plusieurs variables el d’un ordre plus dlevd, qu’on 
nomine fonctions abeliennes ou ultra-elliptiques. 


f. — Premiere mcthode. 


riode 2K, nous considererons, au lieu des expressions 


©(#) cp(27 — iK!)o(x — ii K')... 
cp ( x i K/ ) cp ( x —1— 1 i K. ) ..., 

que nous savons ne pouvoir servir a la definition d’une fonction 
entierement determinee, la suivante : 

4 >(a?) = ®(a?-t-iK , )cp(aj -4- 31 K' ) cp (2? - 1 - 5 £ K' ). . . 

cp( — x - 4 - iK' ) cp (— x -+- 3 i K') cp(— x -+- 5 i’K' ) . . .. 

On aura d’abord 

-4-2K) = $(27), 


et I’on trouvera ensuite immediatement 


<t> (27 -t- 2 £ K') = $(27) 


CD (— x — iK') 

Cp ( 27 -+- i K') 


On n’a done pas ainsi une fonction doublemenl p^riodique, mais 
ce nouveau type depressions conduit, comme nous allons voir, ii 
des fonctions parfaitement definies et d^termindes. 

Soit, par exemple, la fonction entiere ayant 1 K pour p^riode 


ce qui donnera 


En posant 


cp ( 27 ) = I — e K , 

Cp(— X— ilv') _ -'yO'-hc'K') 

cp (27 —7— i K') 


q — e K , 

on trouvera 

cp [27 h- {im -t- i) iK'] cp[ — 27 -h {im -+- 1) iK'J 

= 1 — zq 2 " 1 -*- 1 cos ^ -4- cy' 1 "'"** 2 , 

et, par suite, 


cj* ( 27 ) = 


C — 2 q 3 cos ^ -+- q 6 ) ( l ~ 


TZX 

2 q a cos -g- ' 







minee, car la d^riv^e logarithtnique donne cette serie 


'(x) 2TC . TtX 

TF) = T sin K~ 


fix 

i — iq cos ^ -I- q- 


-2 q % cos—|- q 6 


qui, dans ce cas, est toujours convergente, quelle que soit la va- 
leur reelle ou imaginaire de la variable x. 

En introduisant en facteur une constante A, nous poserons avec 
Jacobi 

Q(x) = A<&(x), 

ou bien 

/2Ka?\ . . 

0 / - ) = A(i — iq cos2a? q 2 ) 

X (1 — 2 q 3 cos 2a? H- q & ) (i — iq & cos 2a? h- q 10 ).. .. 

C’esl la premiere des fonctions que nous voulions d^finir; elle vb- 
rifie les relations 


<0 


0(a? -t- 2 K) = &(x), 
0 (x -+- 2 i K') = — Q{x)e 


qni servent de base a la th^orie. 

En second lieu, soit 
H(*) = 

on irouve imm^diatemenl les relations toutes semblables aux prd- 
c^denles 

(H{® + aK) = —H(a?), 

^ ^ ) H (x -+- 2 iK') = — H(x) e 

et, pour J’expression d^veloppdie, la forinule 

H = A. 2 \jq sina?(i — iq* cosaa? -+- q^) * 

X (i — 2 q K cos2a; -t- £ 8 ) (i — 29® cos2a; -4- 9 11 ).... 


tions 


H (x -i- 2 K) 

H(a?) 

0 ( X -r- 2 K ) _ 

0(37)’ 

H(a?-t-4K) 

H (a?) 

0(37 + 4K) “ 

0(.r)’ 

H(a; -+- 21 K') 

H (*) 

0(a? -t- 21 K') ~ 

«(*)’ 


Faisons enfin 

B,(a?)= 0(a;-h K), 

H, (a?) = H (a? -+- K), 

c’est-a-dire 
„ /aKa?\ 

©i I —rc~ ■ j = A(i -+- o.q cos2a? h- 9 s ) 

x (i-hzg 3 cos 22? -1- gr 6 ) (1 -+- 2^5 cos 2# -+- g 10 )..., 

Hi j = A2 y /q cos x (1 -+- 2^ 2 cos 2 x q'*) 

x (I -f- 2# 4 cos % x -f- <7 S ) (1 -+- 2 </ 6 cos 2 a; -+- y 12 ).... 

Ces deux nouvelles fonctions conduisenL aux relations 


(3) 

(4) 


^ ©lO-t-aK) = 0 t (a:), 

/ 0i(a? -+-2 i’K') = 0i(a?)e K K 

^ H^ar-J-aK) — — H,(a?), 

1 H,(^4-2iK')= Hi(*;e _ "K U "'"’* 


de sorte que les quotients — , Q^ x j seront encore des fonctions 

a double p^riode qui se lient chacune a la pr^c^dente a peu pr£s 
comme le sinus au cosinus, et completent le syst£me des trois 
nouvelles transcendantes dont I’dtude constitue la theorie des 
fonctions elliptiques. Nous allons les retrouver sous une forme 
analytique differente, qui les rattache aux transcendantes ultra- 
elliptiques a plusieurs variables et a periodicity multiple. Mais 

ett TVrem P.rP. mpthodp a l’avanlno-p rip rlnnnAr imiYulrli , aterrn>nf lp« 


o, s = 2 mKH-('>.m l +i)tK', 
o, x = 2 m K -i- 2 m’ i K',‘ 
o, x — ('ini -hi) K-t-(2m'+i)iK', 
o, ® = (2m + [)K + 2m'{K', 

m et m' designant des nombres entiers quelconques. Aux diverses 
relations fondainentales que nous venons de donner, nous join- 
drons encore celles-ci, donl il esl souvent fail usage, 


0 (x) = 
\ H (x) = 

©,( 07 ) = 

l H,(a?) = 


I 0 (o7-t-iK') = iH(07)e 
| H (x-hiK 1 ) = i&(x)e 4K<2,X 
I 0 i (a; -+- i K') = H| ( x) e tn lSj ' “*■' K) } 

> H,(a? + iK')= 0i 


Enfrn nous remarquerons que ces fonclions ne cliangent point en 
y remplagant x par \x, K.el Kd par AKelXK/, de sorte qu’on peut 
particulariser I’une des pdriodes, prendre par exemple K. = i, car, 
de ce cas special, on reviendra immddiatement a nos expressions 
gdndrales. Mais c’esl une particularisation diddrenle de celle —15 
que nous aurons a mettre en usage, et donl nous parlerons lors- 
qu’elle viendra naturellement s’ofirir. 


11 . — Deuxibme mAlhode. 

La proposition de ML Liouville consislanl en cequ’une fonction 

2 t,t j7I,r 

uniforme entidre^A,,,. e " , qui admet la pdriode a , ne peut, 
sans se rdduire h une conslante, admettre une autre periode /o, 
conduit naturellement a rechercher Texpression analytique des 
fonctions & double pdriode sous la forme lractionnaire 



b designant la seconde periode. Faisant, pour abreger, 

b 


il viendra, en chassant les denominateurs, 

„ i'u.i- __ „ in I b) __ „ i%or , 

^k m e >n a ^B m e' m (l ’ + e ~ m " " 


et dans cette nouvelle ^galit^ les coefficients d’une meine expo- 

nentielle e ^ " devront etre £gaux. Or on reconnait immediate- 
ment que ces coefficients seront les series 


2 w Ap.-«B /lt qs« et B« q 2 ^- 


de £orte qu’en mettant pour un instant n au lieu de m pour indice 
dansle terme general de laseconde, on sera conduit a cette egalite, 
qui devra avoir lieu quel que soil u : 

II pourra sembler difficile de tirer de 14 les fonctions incon- 
nues A. m et B m dans toute leur g6n£ralit£; aussi nous bornerons- 
noug a cbercher cette solution qui s’ofFre d’elle-meline, et qui eon- 
siste a obtenir l’^galite des series en les rendant identiques. Nous 
poserons done 

et nous imaginerons que n soit exprim^ en fonction de m, de 
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liendra en faisant 

n = m -+- k, 

k elanl entier, et apres avoir dcrit 1’dgalile pr^cddente sons la 
forme 

An-,„ = B /t 

q‘2 A{x_yi ~~ I) 2 "' B ,n ’ 

on Irouvera ainsi 

kn-,» _ B 

Mais devanl salisfaire, quel que soil jjl, a celle condition, on 
pourra poser 

jo. — m — k — m', 

m' eianl enlieremenl independanl de m , ce qui donnera 

k/n’-t-k B );i+ / f 
ip" 1 'A„,< “ q»«<B 

d’od Fon voil que chaque Jmeinbre esl une quantity conslanle. 
Ainsi les fonclions inconnucs A /w el B /w sonl deux solutions de celle 
rapine Equation aux differences finies^ 

z,n+k 

—-= const., 

q 

dont Finiegrale generate esl 

-I- a m 

z„, = ql* u m , 

a dependant de la conslanle du second membre, et u m devant ve¬ 
rifier la condition 

Um-hk — U, n . 

Celle quantile a peul etre parliculai’isee, comme on le voit, 
sans reslreindre la generalite du resullat, car il suffira pour la 
retrouver de changer dans la 1’onction a;jena: + ^; nous la suppo- 



4>(.r) a m ([ k e' m a , 


le quotient sera l’expression d’une fonction doublement p6- 
riodique, donn^e par notre analyse, et il s’agit maintenant d’^tu- 
dier de plus pres ees series remarquables auxquelles nous sommes 
conduit pour le numerateur et le denominateur. 

En premier lieu et relativement a la convergence, si Ton sup¬ 
pose, comme nous l’avons fait deja, le module de q infdrieur a 
l’unite, le nombre entier k qui demeure arbitraire devra 6vklem- 
ment etre pris positif; mais, cette condition admise, les deux series 
consider^es comme procedant suivant les puissances quadratiques 
de i) pr^senteront pour toutes les vateurs lAelles ou imaginaires 
dela variable la convergencela plus rapide, el dont aucun exemple 
n’avait encore ete donne en Analyse. En second lieu el pour saisir 
de quelle maniere se realise la double periodicitd dans le quo¬ 
tient, changeonsa? en x -t- 6, par exemple, dans le numerateur. On 
trouvera 


ou bien 


4> (x -+- b) = yct nl t) k e a , 

4> (a? -+- b) — () * + ' m e 


iTZb 

en ayant egard a la valeur de i) = e " . Mais dans le terme ge¬ 
neral il est permis de remplacer m par m — k, puisque l’indice 
doit recevoir toutes les valeurs entieres —oo a H-oo; on trouve 
ainsi et en faisant a m , 


.-1-2 (rn — k) 2 (m — k) - 


6) = ^a, H <t 

V ~-k 

= > a, w t|* e " 

— VLk 1 ^- il.' tm 

= e n >a, ;z q A ' e 
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de sorte que la serie primitive <I>(x) se reproduit en facteur. 
Nous ecrirons cetle relation fondamentale sous la forme suivante : 

«&(#-t-6) = « P(x)e 1 " {2j " + ' b) , 

et en observant qu’elle a dtd obtenue sans rien supposer sur les 
coefficients arbitraires a m , nous y joindrons celle-ci : 

n(a? -+- b) = n(a?) e ~ k T ax -'- b \ 

Par la se manifesle de la maniere la plus claire 4 quoi tienl la 
double p^riodicit<5 du quotient des deux fonctions <l>(x) et n (x). 
Ghacune d’elles admel la pdriode a, et, lorsqu’on j change x en 
x -+- 6, elles ne font qu’acqudrir un meme facteur exponentiel qui 
disparait par la division ( 1 ). 

Bientot on verra le rble important que joue le nombre enlier k 
qui introduit au numeraleur et au ddnominatcur k constanles 
arbitraires d’apres les relations 

O-m+k— a mi ^m-t-A = ^in • 

Mais nous devons des a present remarquer qu’il esl impossible de 
satisfaire aux conditions 

-+- a) = ), 

— A- —(2.1--J-6) 

<t> (x -+- b) = <I> ( x) e " , 

par d’aulres fonctions uniformes entieres, que par la sdrie prded- 
dente. Qu’on fasse, en elfet, pour se placer dans cette hypo these 
en verilianL la premiere de ees conditions, 

<fr(cc) = ^ A m e ", 


(‘) Dans le cas oil k esl un nombre pair, on remarqueru la relation suivante. 
Faisons 

... V 
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ou plutdt 


£ (a?) = ^ a 


il viendra, en substituant dans la seconde egalit6 et en compaianl 
les coefficients d’une meme exponenlielle, a m+ k=a, n . A.vant 
d’aller plus loin, nous nous proposerons dans .uue courte digres¬ 
sion de dire quelques mots d’une generalisation aussi remarquable 
qu’importante des series que nous venons de rencontrer. 


III. — Apergu sur les fonctions de plusieurs variables 
a periodicite multiple. 

Une fonction f(#), x n ) de a variables peut eire perio- 

dique non seulement par rapport a chaque variable consider 
isoiement, mais par rapport a leur ensemble, lorsqu’elle verifieune 
condition de cette forme 

«i, ^ 2 -+-a 2 , .. a n ) = x. 2 , ...,x n ). 

Sous ce point de vue plus general, on a d’abord cette proposition 
qu’une fonction uniforme de u variables lie peut admeltre plus 
de 2 n periodes simultanees ('). Mais il est extremement remar¬ 
quable etc’est k M. le D 1 Riemann, de Gbttingue, qu’on doit cette 
belle decouverte analytique, qu’a I’egard des fonctions uniformes 
ou bien determinees, les tin periodes simultanees lie peuvent etre 
des quantites donnees a priori, et independantes les unes des 
autres. Qu’on forme, en effet, avec n periodes simultanees convc- 
nablement clioisies : 

a 1} a 2 , ..., a,i , 

b u 6„ b nt 

gu gi, gn. 


les n fonctions lineaires 




Jin posant 

ff X,, X. 2 , . X„) = F(a? l , a?„ . . a?„). 

on aura une fonclion transform^e simplement p^riodique par rap¬ 
port a chaque variable, mais qui conservera n autres p^riodes 
siinultan^es, et c’est a leur egard que se manifeste dans toute sa 
simplicity la relation que nous voulons ynoncer. Reprysentons-les 
par 

A i, A s , A,„ 

Bi, B s , B„, 

G,, G„ G„. 

La proposition de M. Riemann consiste en ce que les lermes de 
ce Tableau qui sont placds symytriquement par rapport a la dia¬ 
gonal A,, EL, . . sont ygaux entre eux, ou, ce qui revient 

au meme, en ce que les fonctions lineaires 

Aj —i— A a —i—...-t— A n x n , 

Bi#i — 1— B 2 &'2 . . . -f* B nCG in 


Gj X\ -h G 2 ^-2 . .-h 0 n X, 


sont les dyriv^es partielles d’une mcdne forme quadratique a n in- 
determinyes. 

Voici maintenant la generalisation des series relatives aux 
fonctions a double periode, el ([ui donnenl 1’expression analy- 
tique des fonctions analogues a n variables et 2 n pdriodes simul- 
tanyes. 

Repryscntons la forme quadratique dentil vient d’eStre question 
par <p(ic|, jc.,, . . x„) et posous 


..., t 


a-y. 




le signeds’ytendant a Loutes les valeurs entires de —oo & +00 
des n indices /n 2) m, n et le coefficient constant &, Wi , /n „ 
etant assujetti a la condition de reprendre la rndme valeur lors- 
qu’on augmenle du nombre enlier k I’un quelconque des indices. 
Cette fonclion est yvidemment pyriodic ue & l’dgard de chacune 





on aura 


1 do \ do 

+- - -j-i- , x-i -i— > . 

2 da i 2 aa? 

f>(a?i, a?o, . . ., x a ) e~ kiv: ^ a ‘ 


- 1 d( ? ) 
2 <fa„/ 


Cette relation ne contenant pas les constantes a,„ n une 

autre serie II(a?,, x», . x tl ), ou ces constantes auront des de¬ 
terminations differentes, donnera de merae 


/ i dm 

\ 2 da | 

= n (, ^ 2 , 


I do 

1 2 (fa 2 

, x n )e- f ' i ' n 


1 <f:p \ 

2 (fa„ / 


n , , , . <$( Xu a"o, . . ., X„) 

II en resulte que le quotient — — -—- representera une 

fonction de n variables a ‘in periodes, n d’entre elles £gales a 
l’unite et appartenant separ^ment a chaque variable, les n autres 
etant les termes du Tableau dont on a deduit la forme quadratique 
o(aq, .r 2 , . x n ). Elles resultent eftectivement des egalites pre- 
cedentes, en y supposant suceessivement nuls, sauf un seul qu’on 
prendra egal a I’unitd, les nombres entiers a { , ci >, .. .. a„. Nous 
voyons aussi figurer dans les series un entier k dont ddpend le 
nombre des constantes arbitraires qu’elles renferment; or ce 
nombre sera limits et fini, lorsque la condition suivante, dont la 
decouverte appartient encore & M. Riemann, sera remplie. 

Soit 


P lj /’2j • • • j 

qu q 2 , •••, q n , 


S|, So, . . . , S re , 

un systeme de n- constantes arbitraires, il sera ndcessaire et suffi- 
sant que les fonctions 

f(a?!a ? 2 •+•/>«,, ..., Xn^-pn), 

^i, -h^ 2 , . -., x„ -+- q n ), 


- s l5 a; 2 -t-s,, ..., x lt -+- s„), 

dgaldes a z^ro ou & l’infini, n’admettentqu’un nombre fini et limits 





L- est a bropel et a :M. nosenham qu cst due la premiere notion 
des series dont nous venons de parler, et leuv application dans le 
cas de deux variables, a l’expression des fonctions invei'ses des 
integrales de radicaux carres de polynomes du cinquieme ou du 
sixieme degre. M. Weierstrass, depassant de beaucoup les rdsul- 
tats obtenus par ces deux illustres analystes, rdsolut dans toute sa 
generality a l’aide des memes series le probleme de [’inversion des 
integrates de radicaux carres de polynomes de degre quelconque. 
Apres lui, en suivant une voie Louie diflerente, M. Riemann 
parvint aux memes resultats, et c’esl dans le champ plus vaste en¬ 
core des Iranscendantes a dilFerentielles algebriques quelconques 
que ces deux grands Geometres se renconlrerent en obtenant en 
m^me temps la solution du probleme si general de l’inversion des 
integrales de fonctions algebriques quelconques, l’une des plus 
belles et des plus importanles questions qui se soient jamais offertes 
en Analyse. 


IV. — Comparaison entre les expressions sous forme de produits 
infinis et de series des fonctions (-) et 11. 


Nous venons, dans un rapide apergu, de montrer le lien el l’ana- 
logie des series qui donnenl l’expression des fonctions doublement 
periodiques a une seule variable, el de cedes qui conduisenl aux 
transcendanles abdliennes les plus gentirales. Mais le cas le plus 
simple dont nous allons nous occuper exclusivement est le seul oil 
ait lieu une decomposition en faeteursque nc comportent aucune- 
menl les cas les plus generaux oil les series conferment deux on un 
plus grand nombre de variables. Le rapprooliement de ces deux 
genres d’expressions se prdsente de lui-mdme, el rdsulle do ces 
relations qui ont i5td prdeddcinmcnl donnees et que nous rdunis- 
sons ici : 

e(a?+aK)= 0 (X), 0 { x + *i\i') = — 0 (^) e _ir(,+ ' Kl , 

H (a? + aK) = - II (or), 11 (x + atK'j = - H (x) e «■ 


0(a? -+- 4 K) = 0(a?), H (sc -t- 4 K) = H(a?), 

on voit quo les fonctions &(x) et H(#) satis font toutes deux a ces 
conditions 

<i>(ar-H4K) = <f>(.r), 

< £(a?H- 2 i’K') = — $>(%) e R 

et les fonctions ("),(#) et H,(a?) a celles-ci, pour une raison sem- 
blable, 

-h 4K) =$(07), 

-h iiK') = e K ( '* " MK) . 

Mais ce sont pr^cisement cedes que verifie l’expression gdnerale 
2 a "‘ i] k e >n ~' 

lorsqu’en supposant le nombre k dgal a 2 , on prend pour p^riodes 

a = 4 K, 
b = 2 i K'. 

Les constantes a m se reduisent alors k deux, a (] et a { , et, coinme 
elles suffisent, ainsi que nous l’avons etabli, a repr^senter la solu¬ 
tion de ces Equations la plus gdndrale par des fonctions entieres, 
en leur attribuant des valeurs convenables, les fonctions 0 ( (x) 
et H, (x) seront donndes par la serie 


2 




a m i)2 e 




’ 7T ,r 

2 K , 


Cette determination resulte d’ailleurs immediatement des condi¬ 
tions 


0i (a? -+- 2 K) = 0, (a?), 

Hj (a; -+- 2 K) = — H t (a7); 



aura 


a 0i ( x) = ^ q" 1 ' e 

-- 

PH ] (T ) = y,j > 


en d^signant par a et [3 des quanlites constanles. Si Ton remplace 
les exponenlielles par les lignes trigonomelriqu.es et la variable x 

par 1 — i on ohliendra ces d^veloppements remarquables 

/zK%\ , Q 

a 0i ( - J = l + 'if/ cos zx -+- zq* cos !\ x -+- zq 9 cosba? -t- . .., 

r. , . / 'J, l^. CO \ , /(. j “ V * T7? 

p Hi ( -- ) = %\i q cos# -h 'i \j q'* cos 5x -+- ‘ity cos >x 4- .... 

En y remplaganl x par x -p ^> on en deduira 

a0 ( -j = i — zq coszx -+- zq'* cos4 % — zq* cosGa? -t- . . . , 

P H ^ = z\/q sin a; — z\J q* sin ix -i- z q 2& si no a? —.. .. 

D’aiJleurs, en ayanl egard a la relalion 

0,(a7-t-4 K') = IIi(a?) e iK ”’* '' , 

on trouvera que les deux conslanles a el p sonl egales entrc eiles. 
Voici done enlre les series el les produits inlinis des relations d’i- 
dentil^ extr<bncment dignes d’intcret, el auxqucJles bien d’autres 
m^thodes [)Ourraienl conduire. Jacobi, le premier auteur de leur 
d^couverte, el M. Cauchy, en onl donne plusieurs qui sonl tout a 
fait £l.6mentaires, mais c’esl surtoul la suivanle qui appartienl 4 
M. Cauchy, et presente ce caraclere ainsi qu’on va le voir. 

Considdrons avec I’illuslre Geometre le polynome entier el fini 

<t(z) = (i -|- s) ( t -+- qz) (i -\-q i z). . .(l -f- q' l ~^z) 

= i —A j % —t- A 2 z ® —H... —i— A H z /l , 



d’ou l’on d^duit imm^diatement 


A - = n ^ 

' H tl-gr)(l-gr*)...(l-V) 

Cela pos^, nommons an instant $( 2 ) ce que devient cp(,s) en y 
remplagant q par q 2 , n par m et z par ---- - • Si l’on fait 

$0) = i -I- -+- a 2 a 2 . .-e a 2/t a-", 


on trouvera ais^ment a/ au moyen de A/, et, en inlroduisant n -+- i 
pour indice, on aura cette expression 

a • = «/•»-«> ( 1 —~ Q~ q'in-tM) . 

n+l 1 (1— gr*)(i — (/'*)...(1 — q *«+*i) 

Le nombre entier i doit etre regards comme recevant toutes les 
valeurs de — /ia + /i, mais on peut se borner par exemple aux 
valeurs positives, car on v^rifie sans peine la relation 


1 — 

il en r£sulte pour $(s) cette forme 

= a n z n 1 ) 

•+■ a,,-^^ z n ~ 2 -+- z n+i ) -+-. .. -t- a 2 „(i -t-^ 2ra ), 

ou encore 

<i>(z) = a„^' l |^i-i- (-3 -+- z~ l ) -+■ - (a 2 -+- a -2 ) J . 

Mais revenons 4 la valeur de 4>(.z) sous forme de produit, et ob- 
servons d’abord qu’en remplagant q par q- et n par m dans <p(a), 
il vient 

(lH- 3)(H-y 2 ^)(i+ q k z). . .(r + gr*«-*z) 

= [(iH-^)(i-j-g' 2 a)...(n-^ 2 «4;)][(1 -f- q^* 1 ^-q^'^z).. .(i-f- g ,4,t “ 2 -s)Jj 



de sorte qu’en rnettant en dernier lieu au lieu de z, on trou- 
vera 

♦<'>=[('--p=i) + 

Or on peut dcrire autrement les facteurs du premier produit, en 
remarquant que 



cela donne pour 4>(s) cetLe nouvelie valeur 

x (' -1rqs)(i-hq*z)...(t + q*»- l x). 

Telle est la forme definitive du produit de facteurs dont nous 
avons le ddveloppement suivant les puissances de z. En faisanl, 
pour ahrdger, 

_ 5t n &„+( _ 

a "“P’ 

c’est-a-dire 


% n : 






(i — q' 1 ) (i — ?’■)•••(' — q %n ) 


- q in ) (t — <7 2/ '~ 2 )... (i 


(i - qr»«+*j (l — .(i — q**+*t)' 

l’idenlitd algdbrique que nous vcnons d’ofilenir s’dcrira ainsi 

(-!)(-?)• •(- 22 F) 

= 2t/ t [ [ -+■ u iS'C 3 -+- z ~ l ) -+- (•s 2 -+- -z -2 ) Hn.q ni {z n -+• a_w )]» 


et par suite, en faisant z = e 2 '-' r , 




(< — ?*)(* —? l ) (I —I — ? 8 )... * 

etl’identite algebrique fournit l’importante propriety de la trans- 
cendante exprim^e par la relation 

(i -+- 'iq cos a a; -+- q-) (i -4- ‘±q 3 cos 2X -+■ q G ) (r -+- 2q & cos a a? -+- <7 l0 ). .. 

__ i -4- 2q cos -+- iq » cos4.r -+- 2 q* cos 6 x -+-... 

" (i — ^-) (l — q^ii — q*). . . 

Ce resultat nous conduit a pr£ciser compl&tement la definition, 
premiere que nous avons donn^e des quatre fonctions © (.»), H(^), 
0,(a?), en les representant par un produit de facleurs 

affecte d’un coefficient A reste jusqu’ici arbitraire. Nous ferons 
d^sormais 

A = (I —?*)(! —?*)(! —gr8) (I —^8)..., 
et nous aurons de la sorte 


e,(^ 


i -t - iq cos 2 x -+- 2 q K cos4a; -+- iq* cos6a? -4-. . .. 


En partant de la et a J’aide de la relation 

on aura ensuite 

Hi —%Yq cos a; -+- 2 \J q* cos 3 a? -+- 2 !/ q 1& cos 5 a? -+-..., 

et ces deux formules, en j changeant x en x 4- ^. donneronl 
(2Kx\ 

o I —) = 1 —'iq cos a a; •+• 2 q' t cos 4 a; — 2 q» cos 6 a? 

H = 2 \/q s\nx — 2 \Jq^ sin 3a? -+- as \/q 2& sin 5a; —. ... 

Telles sont sous les formes de produits infinis et de series les trans- 
cendantes dont nous allons etablir les propriety. 



Des deux formes principal es que peuvent prendre parmi une 
infinite d’autres les fonctions 0, H, etc. 

O point louche a la plus belle parlie de la theorie des fonctions 
elliptiques, a la theorie de la transformation, que les bornes de 
ceileNote ne nous permellenlpoint d’aborder. Mais, inddpendam- 
ment de leur interel propre, les formules que nous allons ^tablir 
et qui donnent celte transformation sp^ciale des fonctions 0, 
H, etc., ou Ton remplace 1’une par l’aulre les quantiles K et fK/, 
nous seront indispensables plus Lard, el 'nous devons d’autant 
moins les omeltre qu’il est exlr&nemenl facile d’y parvenir, 
comme on va voir. D’ailleurs, on sera mis ainsi [sur la voie de la 
recherche analogue et plus gdnerale, ou Ton remplace K et fK 
par mK + m'i'K', + n' ddsignanl des nombres 

entiers, et qui conslilue le sujet rn£me de la theorie de la transfor¬ 
mation. Dans le cas ou mu' — m! n — i, on est amend a ce que Ja¬ 
cobi nomine la theorie des formes en nombre infini des fonctions 
0, H, etc.; mais, parmi toules ces formes, ce sont celles que 
nous allons ^Labiir el donl nous aurons a faire usage, qui mdrilent 
d’etre particulieremenl distinguees. J ) osons 

7t.r a 

0 (x) = e h KK '0 (x), 

ft ,<•» 

r, (x) — e K KK ' H (x j, 
flt (a?) = e 11 ^' 0,(37), 
v), (x) — e 1 ' KK ’ M, ([a?), 

on verra immddialemenl correspondre aux relations fondamentales 
propres aux fonctions 0, H, 0,, H ( , a savoir : 

/ 0 (x K) = 0] (a?), 

H(37 + K)= lh(x), 

(a) < 

y ’ 0,(37-h K) = 0 (x), 

! H,(a? + K) = — H(37), 

/ 0 (x-h iK') = ill(x)e~^ {i ' V+iiL \ 

] H (x -t- i‘K') = 40 (x) e 4K l2xH * nt) } 

\ . __ S.r-+-iK') 


( b) 


, 6 (ar-4-iK') = 

\ r ( (x -i- iK') = iO (x), 

\ 0 t {x -+- i K') = 7]! (x), 

' rjifx -j- i K') = 0! (a?), 

0 (a? 4- K) = %i(x) e UK ’ { \ 

r, (a? -4- K) = t]! (x) e tK ' 1 

Gj (x-+- K) = 0 ( x) e iK ' 12 

r ( i(a?+K)=—7)(a7)e^ K ' 1 ' 


Gela posd, remplacons les Equations (a) paries suivantes, qni 
dvidemment leur sont dquivalentes : 



i 6 

(a? —K) = 

&i(x), 


I H 

(a—K) = 

— (a?), 

\ a ) 

h 

(a?—K) = 

0(a?), 


( H, 

(ar — K) = 

H (a?). 

Alors, 

en comparant les « 

equations 

(«') et (b) aux equations (c) 

et (d). 

, on remarque que 

le second 

systeme de relations coincide 

avec le 

: premier lorsqu’on 

y remplace d’une part 



K et 

iK' 

respectivement par 





iK' et 

- K, 

et de 1 

’autre 




0(a?), 

7)(a;), 8j 

(®). ?hO) 

par 





H t (a?), 

r II(a?j, 

Q x (x), Q(x). 


Les nouvelles fonctions que nous avons introduites se trouvenl 
ainsi ramendes auxanciennes et, si l’on remarque que par le chan- 

_ L 

gement de K. en tlx', et de iK.' en — K la quantity q — e K de- 



i° 0 = M .•>. yq ,I cos37(i -+- -iql cos 2 3- •+- q \) 

X (i 4- -iq\ cos337 4- qg)(t 4- 'iql cos ix 4- ql' 1 ), . . ., 
it\ = M.2 "\/q ti sins? (i — ‘iql C0S23? -+- q\) 

X (i — 'iq \ COS 2 3? -4- ) (‘ — % ^0 COS 2 37 4- ql' 1 ), . . . , 

01 ^ = M •( t 4- 2ffo cos '* x -I- go ) 

X (H- iql COS237 4- qlj )(l 4- 2 ^ § COS237 H- ql 6 ), . . ., 

/ 2 i K' 37 \ ... 

7)J I --- I = M (l — 2^0 COS 2 37 -I- ql) 

x (i — agr§ cos 2 37 4- )([ — *iq \ cos 2 a?4- q J° ), . . 

2 ° 0 ^ U ^ X j = N (2 '\Jqo cos 37 —(- 2 y ql cos33?4- 2 '{/ q s cos53? 4 - . . .), 

JY) (^-^ = N (2 \/<7o sin37 — 2 v/«/o sin 337 4- 2 sin53? — 

0 t ^ -J = N ( 14 - 2 <70 COS 2 37 4-2^ COS 4 37 4 - 2^jJ cos 6a? 4*. . .)) 

7)1 = N (i — 2^0 cos 2 3'4- 2 ql cos 4 3:- — iql cos637 4-.. .)• 

Le principal intdriH de la seconde forme analylique qui nous 
est ainsi donnde par les quanlilds O(^), ^(,^), etc., consisle en 
ce que Ton inLroduil, au lieu de ^argument imaginairc 

21 ~~ • En supposanl K. et YJ r<$els, on a done sous forme r^elle 
et Ton peul suivre la marclie des fonclioas, que raryumeni soil 
lui-m£me r<kl ou rnulliplid par y /—i ; bienldl on en verra une 
application. 


Proprieties fondamentales des fonctions 0 et II; definition 

de siuama?, cosama?, A am37. 


En employanl dans ce qui prdc^de la consideration de la fonc- 
tion 


<I>(3')=2 C 


2 m —- 

e " , 


pour le cas de k — 2 , nous avons supposd 



nous ferons par suite 

a "‘ q ' keTn 2K ’ 

avec la condition 


ce qui donnera, comme nous l’avons 6tabli, la mani&re la ’plus 
gdn^rale de satisfaire par des fonctions entieres uniformes aux 
deux conditions 

( 4 K ) = ®(x), 

I 4»(a7 + 2 iK') = 4»(<r)e 2 K ( ' x4iK) . 


Cette solution g^nerale renfermera done pour k = 4> par exemple, 
quatre constantes arbitrages, que 1’on mettra en Evidence en dis- 
tinguant ces quatre formes de l’indice m, m = 4 /i, 4 n + 1 i 4 n +2) 
4n H- 3, ce qui donnera 


*(») = e' 


U/I+IU 


-+-^1 8 

Y ‘^-7 
2 

~+- #a ^ {7 8 


ou bien, pour abr^ger, 


<t>(a?)= ao'&oO) - 4 - <f*i(a?) -t- aj'&af®) -+- a^^^x). 


Par la on voit que, dans le cas ou 

*(® + » K ) = *(*), 
la solution est repr^sentee par 

*t> ( x ) = a 0 <t* 0 ( x ) -+- a % «t> 2 ( x ), 

et ne contient plus que deux constantes. 

De m4me, en supposant 
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on aura avec deux constantes arbilraires seulement 
4>(a:) = a x <!>! (x )-t- a % «I> s (a?). 

Ainsi nous avons La maniere la plus g'6n6raLe de verifier ces deux 
syst^mes de conditions, savoir : 

l *(*-+- iK) = 

I. (,•+,• km 

< <t>(. / r -+- 21 K') = 4>(x) e K , 

( <3>(a? -H ;.K) = — C I»Ca?), 

II. . /KM 

' <P(x ■i.ili') = <P(x) e K 

Cela etabli, nous remarquons qu’en elevant au carre les deux 
membres des diverses Equations fondamentales de la page 1 5a, 
les r^sultals sont precisement de la forme du premier de ces deux 
systemes. Nous en tirons cetle consequence, qu’en designanl 
.para, 6, etc., des constanies, on aura 

0 1 ( x) = a<P n (x) -+■ b<P;>(x), 

II s ( x ) — c «l>0 ( X) -r- d ( I >. 2 ( x ), 

et en changeanl x en x -4- K, 

0? ( x) = a<P 0 (x)— b 4»,(a?), 

H?0) = c <*>o(a") —rf«Ma?). 

En second lieu, si I’on multiplie membre 4 membre, soil les deux 
premieres, soil les deux dernieres de ces monies equations, c’est 
& la forme du second sysieme qu’on se trouve amene, par suite 
on a 

0 (x ) II (x) = A ‘l 1 ! (x ) U ‘1*3 (x), 

A et B designant de nouvelles constantes, et cette relation donne, 
en y changeant x en x -+- K., la suivanie : 

0 t (x) ll t (x) = i A. — i B <J> 8 (a?). 



I. — Relations algebriqu.es. — Du module et de son compliment. 


Deux equations lineaires entre les carres ©-, H-, S'f, H, resul- 
tent evidemment des expressions de ces cjuanlites par <J> 0 (x) et 
(K (•*'). L’une d’elles pourra dtre presentee sous la forme 


02(a?) = a H 2 (or) -+- a'H7 (x), 


a et a! designant des constantes que nous allons determiner. 

Pour cela faisons ces deux hypotheses x = o et x — K; comme 
on a, d’apres les formules de la page 14 3, H(o) = o, H, (K) = o, 
il viendra 

- e ~(K) 

* ~ H2(K)’ 


0 ^( 0 ) 


H 7 (o 


Mais on introduit an lieu de a et a' les quantiles sui\antes : 

i = 

« S (K) ’ 


et comme la relation 
donne 


- 02 (K)’ 

II (x -+- K) = H! ( x) 


on aura 

d’ou 


H(K) = HKo), 

i , k' 

a= F a = —) 

kd-(x) = H 2 ( X ) // Mf (a?). 


Cette premidre relation obtenue, la seconde en rdsulle en y 
changeant x en x -p fK/; si l’on emploie a cet eifet les formules 
donnees page 1 43, il viendra, en supprimant le facieur expo- 
nentiel, 

— XrH s (a?) = — 02(a?) k'Q\(x), 

ou hien 

02(a?) = kH'i(x) -+- k'Q\{x). 



donl les racines carrees s’exprimenl en s^rie de cette tnaniere : 

/ r __ II( K) _ -4 v Ay -+- '->■ \/g* o, '\Jq^ -+- % yAyU> + ■. . 

fc) ( K ) i ‘i q H- ’i (f* -f- -i q iJ -+- 2 q 1 u -+-. . . ’ 

n 7 _ 0<°) _ f — '2 q 1 * — 2 ^+ — . . . 

fc) ( Iv ) i + 2 gf + '>. ty'" -4- 2 t/ ,J H- '2 g* 16 -4-. 

La premiere, A - , s’appelle le module de @(a?), H(^), 0, (r), 
H|(j?), et la seconde, A', le complement du module. Considdriies 
par rapport a q 7 oil plulbt en faisant 

Cj = gi'R.Wi 

par rapport a la variable m, ces quanlilds constituenl uu genre de 
fonctions analytique.s enlieretnenl nouvelles et de la plus haute 
importance parmi les fonctions d’une seule variable. C’est prin- 
cipalemenl en Algebre, dans la llicorie des dqualions, et en 
Arilhmdlique, dans la theorie des formes quadratiques a deux in- 
ddtermindes, que la consideration de ces fonctions a suggerd 
d’elle-mdmc des [joints de vue tout nouveaux el ouverl des voies 
fecondes, oil ont etc obtenus les pi us interessants rdsullals. Les 
bornes de cette Note ne nous permettent pas d’entrer dans ee 
champ ddja si elcndti de helles reehe.rches, mais ce ()ue nous 
dirons a J’egard des fonctions 0, II, etc. servira de preparation 
suflisanle pour lire les Memoires spdeiaux qui y sonl eonsaores. 
C’esl de ces fonctions, en diet, dludiees la fois par rapport a x 
et (o, que decoule tout ce qui eoncerne k el k ! qui eonliennenl 
seulement to, etil ne semble pas possible, dans I’dlul actuel de nos 
connaissances en Analyse, d’arriver a loutes leurs propridlds cu 
partant uniquemenl de leur definition coniine quotient des series 
donndes precedcmmenl (•). 


( l ) Poisson el M. Cauchy sonl arrives, par eleux rndLliodes dilTdrenles, fi celle 
identity : 

y — it o (i-t- a -h a e' ,T - W -4- u e 9il ' ul -f-.. •) 


= V 1 ■+• 26 


•qui conduit a des propritiles fondanienialcs des modules considdrds comme fonc- 
tion de to. Mais il n’csl possible tic lirer de 1ft que la transformation pour le pre- 
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On se rendra compte, jusqu’a un certain point, de cette diffi— 
culte, en observant que k et k' n’existent comme fonctions de u> 
qu’autant qu’en supposant cette variable imaginaire etde la forme 

to = « + i|3, 

(3 est essentiellement different de zero el positif. Ce sont done 
veritablement des parties de fonctions qui, d6s lors, dchappent a 
beaucoup des mitbodes les plus babituellement employees. Ainsi, 
il n’existe pas pour k et k 1 de ddveloppement suivant les puissances 
de to, et si Ton fait 

w = w 0 -+- h 

pour pouvoir employer la sdrie de Taylor, voici encore les circon- 
stances particuli6res qui viennent s’offrir. Les quantity k et k’ 
sont d^terminables par la resolution d’une equation num^rique, 
pour une infinite de valeurs de to, telles que 

A -f- \J — B 
= C ’ 

A, B, G dtant entiers, et B essentiellement positif; mais, si l’em- 
ploi de ces valeurs initiales, en faisant to = to 0 + /i, donne pour 
premier terme des series une simple irrationnelle numdrique, les 
termes suivants sont n^cessairement des transcendantes. Ainsi, par 
exemple, pour o) 0 = f, on aura 


et, en prenant to = i + A, ce sera Pint^grale 



qui concerne notre sujet, nous allons justuier les denominations 
de module et de son complement, donn^es a k et k 1 , en demon- 
trant cette egalite 

/c 2 -+- £' 2 = i. 


Les deux relations que nous avons obtenues sont 

( /cQ-(x) = H 2 (a?) -4- /c'H? (a?), 

I 0 2 (a7) = A H-(x) -+- k' 0‘f {x). 


Faisons dans la seconde x = K, apres avoir divise les deux mem- 
bres par en remarquant qu’on a 


et, par suite, 


©, (rr -H K) = 0(a7), 
0 1 ( K) = 0(o), 


on trouvera preeminent l’egalite qu’il 1’allait demontrer. 
II en resulte cette relation entre les series infinies 


(2 '\/q ■+■ 2 ■+■ 2 \/q ri -i- 2 W |,J . .y 

-4- (i — iq -+- 2 q h — 2 q % -h 2q n —. . 

= (14- 2 q -4- 2 q' t -4- 2 q iJ -h 2 q u -4-.. .)b 


qu’il est extr&mement facile d’etablir directement I’aide des 
propositions aritlunetiques connues sur la decomposition des 
nombres entiers en quatre carres. Mais, laissant encore de c6td 
ces questions, nous allons completer ce qui concerne la defini¬ 
tion meme de k et k 1 dont nous avons obtenu les racines carrdes 
comme fonctions uniformes et bien determinties de co. Jacobi a fait 
voir que les racines quatriemes possedent la meme propriety en 
dormant les formules remarquables que nous reunissons ici : 


tyk = Vq 


i — q ' 1 — c/ 8 -4- q' ia 

i-i~q — q 2 — q & -... 

I -4- q' 1 -4- </ 6 -4- q li -+-. . . 
i -4- q -t- c/ 3 -4- q* -4-. . . 


I. 


Les lois de ces series sent donnees par ces formules ou le signe 
s’etend a Unites les valeurs de I’indice n de — oo a + go. savoir 


- 1 . 


2 . 


3. 


4. 


Vk = /a Vq 


= /a Vq 


"y (_ |)«qr6«*H-2» 


= /a {/«7 


2 (-■>"*»«• 


= v/a ^ 


2 

2 


c/« 5 


En second lieu, el pour le complement du module, on a 


i. 


3. 

4. 




I— g — y 2 -H ? 5 Hr r/~—... 
i q — q* — q& — qi — . . . 


i — g —y 8 •+■ 7 10 —••• 

I — 2q ‘±q * — •>. -i- '2 ^ 16 — 

i — 2 q~ —t— 2 q^ — '2 ^ 18 -+- '2 ^ 32 — 

I — -4- —. . . 

I -t- -+- -+- 2q' i -+-2q xa 


ou, en mettant en ^vidfence les termes e£n6raux, 
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2>= 

La quantity \Jkk' qui joue aussi urn r6le important esl donate par 
le ddvcloppemenl de forme semldable aux precedents : 


yw = f>. y q 



2 i--hi 


II. — Definition de sinam.r, cos am,-r, Aann:. 
Equations diJJ'erentielles. 


Posons 


I 11(3?) 

: fit- elF)’ 


■V 


k' 11 1 ( x ) 

T fcp.r) ’ 


■^fik 


77 t>i U') 


0(3?) 


Les relations algebriques obtenues preeedeinment, et qui sont ho¬ 
mogenes par rapport aux quatre fonctions, donneronl 


k* u* 4 - w* = 1 . 

La premiere conduit a representor u par un sinus, p par 1111 cosi¬ 
nus; e’est cc qu’a fait Jacobi, et, cn adoptant les notations de I'il- 
lustre odometre, nous noserons 


Nous voici amenes maintenant an point en quelque sorte le plus 
essentiel de la theorie, ou Ton a pour but de les d^finir par trois 
equations diffdrentielles. 

Considerons a cet effet la ddrivde de a savoir : 

du _ i H '(x)O(x )— H(x)Q'(x) _ &(x) 
dx 0 2 (.r) ~ Q 2 (x) 

Cette derivde, comme la fonction elle-m£tne, admet la periode 
2 /K/ etne fait que changer de signe lorsqu’on change x en x-\- 2 K; 
ayant done pour le num^rateur la valeur 

on tirera imm^diatement des relations 

0 2 (:r -t- 2 K) = 6-(x), 

0 2 (a? ■+• at K.') = 0 2 (a?) e " K * H "' lv| ) 

auxquelles donne lieu le denominateur, celles-ci : 

4>(a--»-2K) =4»(a7), 

-ji* (.,■+«*, 

<I> 0 +atK') = <£(*•) e u 

Or, d’apres ce qui a dtd prdeedemment 6tabli (p. 160 et 161), on a 
= a t <P t (x) -+- a 3 ^(a?) = m0(a?)H(a?)+fli 1 B 1 (a;) Hi (a?), 

m et m i designant des constantes. Observant done que u change 
de signe avec x, et que, par suite, ^ est une fonction paire, on 
voit que la partie impaire m%(x)W(x) doit disparaitre; ainsi 
m = o, et l’on a simplement 

<!>(«•) = m 1 0 1 (a:)H 1 (a?). 

En divisant par @ 2 (a?) et faisant 

m t J~k 
~F~ = |a ’ 


il viendra 
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Cette constante pi reprdsente, puisque la fonction a s^vanouit 

, , sin ama? ... • , , 

avec x , Ja limite du rapport —-— pour x — o, lirmte qui de¬ 
pend en general des quantitAs K et K 7 . Mais nous avons prdc6- 
demment remarque que l’expression des fonctions 0(^ , )H(^‘) ne 

changeait pas en y rgmplaijanL x, K, K/ par etque cette 

circonstance serait utilisee pour particulariser d’une certaine ma- 
niere les p^riodes. D’apres cela, nous allons introduire une rela¬ 
tion qui aura pour efl'et de rend re tigale & Punit^ la limite — ° x > 

afin de rapprocher en ce point essentiel le sinus d’amplitude du 
sinus trigonomdtrique. Ayant 


sin am (x) 


, 2 Vi? 3i 1 "IK (' 1 - cos ¥ + ?■)• ■ 


Sk 


i — iq cos K - H- ) ( 1 - *<7 3 cos 4 - tf 


K 


nous ferons, pour x = o, 


ou bien 


_ 1 tc '\Jq{ 1 — <7* )*(i — q'' )*( 1 — <7«)*. . . 

‘ “ s/k K’ 0 -?)*0 -q*)\\ + q*y 


" V? L( 1 — (7 } 0 — (7' 1 > 0 — 7 !i ) - • • J 


Ainsi, en admetlant que les quantiles K et K 7 verifioul cette condi¬ 
tion, nous aurons 

da 

—j = c w ; 
dx 

c’est la premiere des relations diflab'entielles que nous voulions dta- 
blir. Les autres en ddcoulent a I’aide des Equations 


J£ 2 —1— (J a = I 



a t u- 4- 


<af 2 'H-i« 
dx in+i ' 
d %n u 
dx- n 


= ( Ao -+- Ai u~ 4- Ao id* 4~ • • • 4- A„ ifi n ) u } 


les coefficients etant des fonctions entieres de k-. On en deduit ce 
d(iveloppemenl qui subsisle entre les limites — 1 et + i de la va¬ 
riable, et ou l’on a fait 


= x — -ik a-- -t- 4 k- (a'- 4- 3 ) - ‘ . 

I .2.3 I . 2 . 3 . 4 . D 


— 8 k 3 (a 3 -+- 33 a) --- -t- i(i -|- 3 o 6 a 2 -f- 189) -j—^-- 

— 3a k* 1 a s 4 - 2766 a 3 -+- 8289 a ) ^ - — -|- . . .. 

On trouve de meme 


x^ 


— (J -T- U\k- -r - 


. 2 . . . (i 


- (i 4- 4o8 k- 4 - 912 /{■’► -t- 64 k 5 ) ■ 

— A ' 2 ~ H- 4 :'-( 4 -t-/c 2 ) 


X s 


1.2. 3 .4 

4- £ 2 (64 4- 912 k 2 4 - 408 k’■> 4 - /r°) 


. 2 ... 8 

— k- ( 16 44 k- 4 - /"*) y~~ 

X s 


M. Gudermann (') a fait la remarque qu’on pouvait poser, aux 
tennes pres du cinquieme ordre, 


et 


sin (x k/i 4- /c 2 ) 

u = - ''—1 - - L 

1/14 - 

= cos#, w = cos A'#, 


en n^gligeant seulement x 4 , ce qu’on v^rifiera sans peine par le 
d^veloppement. 

Voici done une nouvelle et complete definition des trois fonc- 
tions doublement periodiques, en joignant aux equations dido- 
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renlielles ies valeurs iniliales u = o, v = 1, <v = i pour x — o. En 
particulier, la fonction sin am (x) sera d^terminee en posanL 

_ r u da 

J a /(i — w*)(i —**«*) ’ 

et c’est cetie integrate, ou, plus gen^ralemenl, 
r F ( u) da 

J \/( i — u' 1 ) (i — /c- a-) 

en designant par F(m) une fonclion ralionnelle, donL P^iude a 
ouvcrl la voie pour parvenir aux fonclions ellipliques. On recon- 
nait ainsi I’origine do celle expression de fonclions inverses, dont 
nous avons plusieurs fois fail usage, puisque u esl la fonclion in- 
\ersc de Pinlegrale donl la valcur esl x, el l\m peul juger c[uel 
long enchainemenl choices el quels eflorls il a fallu pour parvenir 
de la aux nolions de fonclions doublemenl periodiques el aux se¬ 
ries qui nous onl servi de poinl de ddpari. Mais ce long Iravail a 
eie fdconcl pour la Science; c’csl coinme consequences de ces re- 
cherches que nous onl ele aequises plusieurs nolions analyliques 
entieremenl fondamenlaies, el en parliculier ce que nous savons 
sur le modenieme d’exislence des fonclions inlegralcs. Apr£s avoir 
Lrouve, par exemple, que sin am (x) ne change pas lorsqu’on 
change x en x l\ m lv -4- 2 /n 1 i K/, m cl m! dLanl des nomhres en- 
liers, on a dd necessairemenl recherehcr dans hinldgrale 



la raison de cclle sorle dbndelerminalion qui. donne naissance a la 
pdriodicile dans la fonclion inverse. M. Cauchy, dans son Me- 
moire sur les inlegrales prises enlre des limiLes imaginaires, avail 
donn6 les principes essenlicls de celle 6lude si imporianle; (die 
a 6le compleleinenl faile par M. Puiseux, dans un excellent Iravail 
intiluld : Recherckp.fi sur Ips i'oncti ns al.pp.b 'iau.es (Jo irnal de 



unctions essentieiles et aont ies recnercn.es auxquenes a cionne 
lieu la theorie des fonctions elliptiques ont montrd toute l’impor- 
tance. Ainsi onL ete proposees ces questions dont Fobjet est de 
reconnaitre dans la definition meme d’une function, clonnde, par 
exemple, par une Equation differentielle, si elle est uniforme ou 
non, et dans le premier cas si elle est entiere ou fractionnaire. 
Les resultats les plus beaux par leur grande gdneralitd qui ont dte 
obtenus dans cette voie sont dus a M. Weierstrass (') et a 
M. Riemann (-). 


III .—Des quantiles K et K'. 


En particularisant les pdriodes de maniere a rendre egale a 
Funite la limile du rapport —~^ m - pour x infiniment petit, nous 
sommes parvenus a Fexpression 

= f (i — g*)(i — ^ 4 )d — q 0 )-- - T- 

Tt L (,-- J 

qui conduit a une consequence importante. Observons d’abord 
qu’en supposant x = K et, par consequent, sinainK = i ( 3 ) dans 
Fexpression en produit infini de sinamir, on aura 


\/k = -l\!q 


' (i -+- <r / 2 ) (i -4- ff 4 ) (i -t- q a ). ■. 1 2 

Ji-+-q) (i -t -q 3 ) (i A-q s )... 


En divisant membre a membre ces deux equations et extrayant 


( l ) Theorie dev Abel’schen Functionen (Journal de Crelle, i856). Voyez 
aussi diverses Notes de M. Cauchy, publics A cette 6poque dans les Comptes 
rendus, et un Memoire de MM. Briot et Bouquet : Sur Vintegration des equa¬ 
tions different!elles du premier ordre. 

{-) Allgemeine Voraussetzungen und Hulfsmittel fur die Untersuchung 
von Functionen unbeschrankt verUnderlicher Grossen. etc. (Journal de Crelle, 
,85 7 ). 

i H (x ) 

l 3 ) On trouve ciue sinamK=i Dar la f rmule sin mx— — - ——en sc 



(» — g)(i — 9 3 )<i- J 

' (l -t-g )(l H- ff 3 ) (l + g s ). •• 1 

(i-K g 2 ) (i-t- g 4 ) (I-+- q «).. . J ’ 


expression susceptible d’une simplification remarquable. Em- 
ployons acet effet la relation donnde par Euler 


(i-+-g)(i-+-g 2 )(n-g 3 )... 


on obtiendra d’abord 


(i — y*)(» —g v )(i —y 6 )... 

(i —g)(i —g*)(i — g»)... 
_ i 

(i — q) (i — g*) 0 — g 5 ). 


(i — g)(i — g*)(i — 9 s )--. 
et en remarquanl ensuile que 


x(i-hg) (i -+-9 2 )(i 


(I -+- q) (l -h q 2 )(l -+- g*). .. = (I-+- g)(l-h q :, )(i -+- q b ). . . 

x (l+fy 2 )(l-r^)(l + ? 8 )... 


on verra tons les ddnominateurs disparaitre dans la valeur de 

/IK 


/v'S" deviendra ainsi 


= (i — q 2 ) (i — q w ) (i — ) • • • [(i q) (n- g 8 ) (n- q & ) • • • J 2 - 


Cela dtant, si I’on pose x = o dans la formule pr^cddemment d^- 
montr^e 

©I j = i -t- 2g cos xx ■ J r‘i.q w cos4# 4- ■iq 9 cos6a? -t-... 

— (i -+- xq coixx •+■ q % ) (t 4 - iq 3 cos 2# ■+■ q 0 ) 

X (i ■+- 2g B C0S2a?-t-g 1( >). ..(i—g 2 j(r —g 4 )(i — q 6 )..., 

il viendra 

01 (o) = l H- xq •+■ x q 4 -+- x q " H-. .. 

= l — q 1 ) i — <7 4 ) (i — <7 6 )..-Kl-t- -t- tf 3 ) ( l H- »)...]*, 


0j(o) = i -+- 'iq -+- -i- ■icj'* -+- - 


tAr- 

On en deduit, en ayant egard aux Equations 


les deux suivantes : 




\fk‘ 


H(Kj H! (o) 
0(K) 0,(0)’ 

0(o) 

0i(o) ’ 


\J = H i(°) = ^{/? + V? s +n/? 2i 


i \/q 13 


= 0 (o j. = i — 2 q -+- -2 q K — •! q* -+-. . .. 


C’est la seule quantite K qui donne lieu a des illations de celle 
forme; la quantityK/, entrant d’une manure diffdrente dans 1’ex- 

pression q = e k , ne parait pas susceptible de ddveloppemenls 
analogues en sdrie. Mais toutes deux s’expriment d’une maniere 
parfaitement semblable a l’aide des modules k elk 1 par ces inie- 
grales defmies 


K= f‘ _ ± _K'- f‘ _ 


da 


-«’-)(r — k^u*) 


comme nous allons le ddmontrer. 

Precedemment nous avons ddja fail voir que sin am K. = i ; 
remarquons maintenant qu’en faisant x= K dans les relations 

0(a7+ tK')= iE(x)e~ ir * , * J?+ik ' l > 
in 0 . 

H(a?H-iK') = iB(x)e , 


et en divisant membre a membre, il viendra 

H(K-m'K') _ 0(K) i 
. 0( K -f- iK') ~ H(K) ~ ^ 


nous cii conclurons quo 


K= i, 7^ 


du 


lv +• Mv' = ^ 


a-) (i — k-id) 

'_ du _ 

v/(i — «*)(i — k*i~) ’ 

el, par suite, en relranclianl membre a membrc, 

du 


-./v 


y/( i — lt ' 1 ) ( i — Id u‘ 2 ) 


Or. en faisant 


y/i — 

cetle derni^re inlegrale devieudra 

r 1 _ ± _ 

J 0 /d-i’bd-^i' 2 ) 

ce qui donne le rdsullal annoncd. 

Mais ce que nous venous de dire laisse subsisler uiie laoune 
imporlanle : uous soimnes cn eliel a I’un de res points de la 
thdorie des ifo no lions cllipliques qui appelleul de nouvelles re- 
cherches pour dire aussi completcmcut trailes qu’on peut le 
desirer. En passant dc I’equation dill'ereiiLielle 


7^v/rr=wr=^ 


a la relation 



dentes 


/(i — u -) (i — k- u-) 


J l /(i — U*) (1 — /C 2 W2) 

n’auront un sens entierement determine qu’en Mefinissant le 
chemin (♦) ddcrit par la quantity « = sinama?, lorsque x varie 
de z£ro a K, puis deKaK+ i K/, et, comme l’argument x peut 
varier entre ces limites suivant une infinite de lois, il faut de plus 
connaitre comment les chemins correspondants qui en rdsultent 
donnent tous au point de vue de l’intdgration par rapport a w le 
meme rdsultat. C’est seulement dans le cas oil 1 ’on suppose K, K', 
et par suitedes qnantitds reelles, et qu’on se donne ces lois 
particulieres 


t et z croissant de o a ^ d’une maniere continue, que l’on peut 
traiter la question que nous avons posee. 

Et d’abord on voit que u = sin am J est r£el par le ddve- 

loppement 

/2KA 2\J a sin ^ — 2 v/<7 y sin 3 t -t- 2 i/o 28 sin 5 t —... 

sin am - = -—-;-;-—^-—- 

\ it / 1 — 2 q cos l t -+- 2 q k cos 4 t — 2 q* cosb t -f-. . . 

D’ailleurs entre les limites zdro et K la ddrivde 


du _ k' Hi (x) @j ( x) 
dx ~ </k d*(x) 

dont la valeur initiale est l’unitd, sera Loujours positive. Elle ne 
peut effectivement s’annuler qu’en 1‘aisant 

= o, 

0 t (cc) = o, 



x — (2 m -+- i) K + 2 in' i K', 
x = (2/ih-i) K + (im'+i)(K', 


et aucune de ces racines n’esl comprise duns l’intervalle consi- 
d6rd, la valeur ,r=K se trouvant precisement la limite sup6- 
rieure de cel inlervalle. Nous conclurons de la que, t croissant 
de o a ^ > u croit de meme de o a i el que dans l’expression 

K= f - . - du - 

J 0 V/C - 

l’intdgrale esl prise dans le sens habilnel. 

Soil en second lieu 

„ 2 i K'T 




on pourra ecnre 


H, 

I \ 7T 

‘t^eT 


el en inlroduisanl les fonclions 


v), (x) — e ,|K,c 'Hj (a:), 
Oj (x) = e ' 1 KK ' 6 | (a?), 


i t — 2 q» cos 2T + •>. q cos j - — q |j cosG-c. . . 
yjk 1 ■+■ ' l( ]« cos cos 4 t H- 2 q\ cos ()T ... 5 


ce qui esl encore une quanlild r^clle ('). On conclura, comine- 



tout a 1 heure, que la derivee par rapport a x, qui est nulle aux 
deux limites x = o, x = ^ 5 ne peut s’evanouir dans leur intervalle, 

de sorte que c’est encore dans Je sens ordinaire d’une integration 
rectiligne que Ton a I’equation 


d’ou nous avons tird 


r'k _ du _ 

J, V/([—w 2 )([ —£ 2 m 4 ) 

K'= f' , du - 

J 0 /(i — u *)(i — k'* u-) 


Avant de quitter ce sujet et afin d’en montrer la difficulty 
lorsque K, K/ et k sont imaginaires, je remarquerai que la suppo¬ 
sition qui vient le plus naturellement a 1’esprit, qu’on peut faire 
varier x, par exemple, de o a K, suivant une loi telle que u soit 
constamment rdel, ne saurait elre admise. Autrement dit, il est 
impossible, en gdn^ral, que, dans 1’expression 


K = 


f. 


du 


/(i — u' 1 ) (i — k-u'? ) 


I’niLdgrale soit toujours rectiligne, comme nous l’avons trouvd 
tout a l’heure. 

Effectivement, soient 

= aK + 6iK', 
iW = c K -hrftK', 


a, 6, c, d etant des nombres en tiers qui verifient ces conditions : 



• 23 Cx\ (— i) 2 ■». y/^sin;r — sin3ir + 2 J/®) 25 sin5 


■(*£) 




2 ^COS 237 -l-' 2 ^COS 4 ^ — 2 ^ C0s6«+ . 


ce qui est la meme expression analytique (’), au signe prds en 
3 C et tX', que 

/•iKa?\ i 2 \J q sina? — 2 \/a® sin 3a? 4 - 2 \J q u sin 5a?—... 

sin am (- ) = —= ---—-^- 

\ tz / Jk i — 2 q cos 2X -+- 'it/'* cos4#— 2q* cos3a?-+-... 


€ii K et K'. On en conclura que tX sera donne comme K par l’in- 
tegrale 1 — ■ ^ L - - - • Or, en supposant b different de o, 

Jo /(i — «*)(» — 


la vale ur imaginaire 


SH’ =aK-hb£K.' 


ne pourra dvidemment resulter que d’une intdgrale curviligne. 
Mais voici un rdsullat important et.qui subsisle quel que soit le 
mode d’intdgration : c’esl que les quanlilds K. et K' verifient la 
mdme dquation lindaire du second ordre 


H- 0 — 3 /C2 ) ~ -kz = 0, 


dont l’integrale avec deux constantes arbitral res C eL C' esL par 
suite 

45 = CK 4 - C'K'. 


Cette dquation conduit au cldveloppement de K. cl K/ sous cette 
forme : soient 


h = i H- 


(H) 


i. 3 ... 2 n — i 

2 .4 ... 2 It 




C) Les relations analogues rolalivemenl A eos am ( x ) cl dam(a?) sont 

■osam ( 2 ^ x \ — ( ifJr~ /~k 2 v^cos^-t-a ^'cosU.r-H a £/-£ycos 5 a? 4 -... 

\ k J Y k' i — 2-^cosaa; •+• acos/ja; — 2 cosfiaM-... ’ 

/aoX ar\ - i 4 -acosaa? 4 -a -^. 4 cos^a? 4 -a £°cos 6 a !-h ... . 

\ tc / — ^ ^ t — a ^nos aa; 4 -acos/}#— 2 ^ cos 6 a? 4 - ... ’ 


A am 
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et k„, la somme des n premiers termes de cette suite, on aura 

K = - k, 


K'= klogi—(k —1)_ 


3-4 


(fc—M- 


t (h - h s ) —. 


On en deduit aussi cette propridte remarquable, a larquelle nous 
parviendrons plus loin par une autre voie : 


KJ'_ JK'= - 
2 

en faisant 


J = 


X 


2 a-du 

l/( i — «"•) (i — k- u-) 



k 2 a 2 du 

y/( u- — i) (l — k ' 1 u" 1 ) 


Addition des arguments. — Theoreme d’Abel. 

C’est Euler qui a donne le premier les formules pour exprimer 
sinam(cc + 6), cos am (a + 6), Aam(«+ 6), an moyen des fonc- 
tions semblables relatives aux arguments a et b. et cette impor- 
tante ddcouverte a dte le point de ddpart et la base des Iravaux 
qui onl fonde la theorie des fonctions elliptiques, de mdme a peu 
prds qu’en Trigonomdtrie dlementaire on est parvenu aux pro- 
pridtes analytiques du sinus et du cosinus en partant des relations 
qui donnent le sinus et le cosinus de la somme de deux arcs, en 
fonction des sinus et cosinus de ces arcs. L’illuslre analyste, par 
une sorte de divination restde cdlebre dans l’hisloire de la Science, 
obtint sous forme algebrique l’integrale gdndrale de l’equation 

. . du du' 

(i) .. -+- — - ■ - - .. * — = o. 

v/(i — « 2 K l — ui ) y /( 1 — a '-) (i — ^ 2 u' 2 ) 

Or ce resullat revient exactemenl a l’expression du sinus d’amnli- 
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Mais si Ton fait, 

u = sin am a, 
it' — sin am a 

I’equation (i), reduite a la forme 
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da -+- da = o, 

donne immediatement 

a -+- a' = c. 

Voila done, sous deux formes dilFdrentes, l’inldgrale d’une mdme 
Equation diffdrentielle, et Ton devra passer de l’une a l’aulre en 
dtnblissant la relation qui lie les deux constantes arbitraires. Je 
remarque k cel elfet que c est dvidemment la valeur de a pour 
a' = o, et, si l’on fait semblablemcnt a' = o et, par suite, u! — o 
dans l’dquation (2), elle donne c—u =sinam<7. La relation entre 
les constantes est done 

C = sin amc. 

Ainsi la valeur de C en a et u 1 donne prdcisdmenl la determina¬ 
tion de sinam (a H- a') en fonction algdbrique de sinama et 
sin am a '. La Geomelrie fournit aussi plusieurs mdthodes extrdme- 
ment intdressantes pour parvenir a ce mdme rdsultat; ne pouvant 
ici les indiquer, nous nous bornons k donnersous sa forme analy- 
tique si reinarquable le theoreine ddcoiivert par Abel pour l’addi— 
lion d’un nombre quelconque d’arguments. 


I. — Theore/ne d'Abel. 

Les expressions de sin am a;, cos am a?, A am# par (")(#), 
H(.r), etc., fournissent les relations suivantes qui dtablissent la 
double pdriodicitd de ces fonctions, savoir : 

j j sin am (a?-w 2 K.) = —-sinama?, 


on reuiarqixe quo iruis loucuuus se lepxouuiseiit uaxis xe 
second membre au signe pres, de sorte que les diverses combinai- 
sons deux a deux de ces signes, pour Tune et l’autre pdriode, 
forment pour chacune d’elles un caractere special et qui lie elitre 
elles, d’une certaine maniere, toutes les fonctions plus gdndrales, 
composees de sinam#, cos am.r, A amx, qui a 1 ’dgard des periodes 
satisferont aux memes relations. Ainsi, en ddsignant par F(;r)et 
f(x) deux polynomes entiers en sinam.r respectivement des de- 
grds n et n — 1, et faisant 


cp, (a?)= sin am x F(sin 2 amx) -+- 
cp 2 (ar) = cosama? F(cos 2 am;r) -+- 
cp 3 (a?) = Aama?F( 4 2 ama:) -+- 


oJsinama? .. . „ 

--/ (sin 2 am a?), 

d cos am x 

--/(cos 2 am x), 

d Aamx 

— -r— /(A*am*j, 


on aura, comine precedemmenl, 


l cp, (x -+- xK) = — cpi (X), 
I «pi (rr-H y.t'K') =-+- <pi(.r); 

( <p 2 (x -t-2K) = — fs(x), 

( f s (x-+- 2iK ') = — cp 2 (#); 

j cp 3 (a?-t- aK) = ■+- <p 3 (ar), 
( «p 3 (a? -I- 2iK') = — (f a (x). 


Ce sont ces diverses expressions qui figurent dans le thdoreme 
que nous allons dtablir, ou plutdt encore la suivante qui possede 
le caractere resultant de la quatrieme combinaison possible des 
deux signes dans le second membre, savoir : 


f(X~h2K) =-hf(x), 
cp(x-t- 2lK') =-h(p(x). 

£n d^signant par F(a?) et F^#) des polynomes respecti vement de 
degr^ n et n — 2, <p(a?) sera reprdsenld de cette maniere, savoir : 
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dence dans <o(x) le nuinerateur et le d^noininateur, employons 


1 ’expression z = - 


H(.r) 


' 0 (^) 

nateur @ 2 "(.r), de sorle qu’on pourra ecrire 


qui conduira evidemment au d&iomi- 


? 0 ) 




Cela pose, ayant 

0 2 "(a?-+-oKj = @°- l ‘(x), 
0 2 " (x -t- 21 K') = 0 2 " (x) e 


(■*’■+• ‘ K') 


la relation 


<P(x) = y(x)& 2,t (x) 


donne imm^diatement, en ayant dgard a ce que <p(x) admet les 
pdriodesaK, 2fK/, ces deux conditions 


( I> (x -f- -x K ) = ( I> ( x ), 

— in— 

c t>( x -+- -i i K') = C I>( x) e K 


Or on peut satisfaire a ces relations, et de la maniere la plus g<$- 
ndrale, en n'employant, bien entendu, que des expressions en¬ 
tires, si Ton fait, en ddsignant par A un facteur constant, 

= AH (a? — a t ) H(.r — a s ). . .ll(r — a iM ). 
EfFectivement, on vdriliera, a I’aide des Equations 
ll(a: — « + jl() = — H (x — a), 

L2E 

LI(r — a -h •}. i K') =— H(x — a) e K M K hi 
qu’il suflit pour cela de poser la condition 


Les quantitds a,, a 2 , ..., a . 2n _i resLent done arbitrages, ainsi 
que le facteur constant A, et il est aise d’^tablir que la function 
enti^re. la nlus Pfbi^rale rn i sulisfail mix relalinis (iV ne mnl.ienr 


<f> (x) = a m q’’- n e H K ; 

la seconde lies relations (0 donnera la condition 


ce gui ne laisse subsister dans l’expression de <$(x) que les 
2 n constantes a Q , aa 2n _ K • 

Nous pouvons ainsi poser 


(D 


AHU — a, )H(*—« a ).. .H(a? —«,*) 
0 s «(ar) ” 


eL cette equation remarquable aura egalement lieu en prenant 
pour '-o(x) la fonction ddduite de 


en faisant z = cosam x et z = A ama;. 

Maintenant, une analyse toute semblable donnera, a l’dgard des 
trois fonctions cp 4 (#), cp 2 (j;), cp 3 (x), les tkeoremes suivants, ouA ( , 
A 2 , A 3 designent des constantes, savoir : 


A!H(a7 — o'!) H(a? — a,). . ..H(x — a in+i ) 
Q ill+l (x) ’ 




A 2 H] (t — a,) H] (x — a s ). ■ . H] (a? — a 2/M -,) 

e^'+'O) J 


?a(») 


A 3 0 (x — a,) 6(x — a 2 ).. .0( x — a 2/l + i ) 


et Ton aura encore entre les quantitds a la relation 


aj-f- a,-H. . . -\-a.o ll+ i = o. 

C’est dans la consequence que nous alions en deduire que con¬ 
sist, A proprement parler, le iheoreme d’Abel. 

Nous partirons a cet efFet des equations relatives k et 

cp ( (x) ou Figure la fonction H(#) qui s’annule avec x et met ainsi 
en Evidence les racines des equations a(x)= o, <d,(x) = o. En 
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se presentent et correspondent a 

z — sin am ,r, 
z — cosam^, 
z — iamr. 

Les polynomes F el F, introduisant in constantes, on pourra, 
ayant pris egal a l’unite 1c coefficient de 3 2 ' 2 , determiner les in — 1 
autres coefficients par les Equations du premier degrd 

) = o, cp(z 2 ) = o, <p( a 2;i -i ) = o. 

Cela fait, la relation (i) nous montre qu’on aura encore <p(#) = o 
pour .r = a 2// , c’est-a-dire d’apr^s la condition posde entre les 
qualities a 

x = — ( a, -+- a 2 ). 

Or le produit 

[•'<*■)+® ««'.<•*)] [f(.-)-£*f, ( ..)] 

donne dans les Lrois cas que nous avons a considcirer uu polynome 
entier de degre I\n et ne renfermant que des puissances paires 
de 3, car on a successivement pour 

z = sin am x ( — j = (i — z 2 ) (i — k 2 z 2 ), 

^=cosam.r = (■ — z 2 ) ( k ' 2 -i- k 2 z 2 ), 

z = A am a? (—- ) = — (i — z 2 )(k' 2 — z 2 ). 

\ c(x ) 

Dans le premier, ce polynome, d<icompos£ cu facteurs, sera done 

(z 2 — sin 2 am a,) (z 2 — sin 2 ama 2 ). . .( z 2 — sin 2 am a.. in ) 

X [ z 2 — sin 2 am (ot| -i- a. % . .-+■ a 2 „_, )|, 

dans le second 


±L 


sin am (-+- a 2 .. 
cos am(a! -t- a 2 -(-.. 
A am (a 1 -t-a 2 -t-.. 


• “I- a 2«—1 ) — 

• "+■ a 2«-l ) = 

. = 


sinamai sin ama 2 . .. sin ama 2n _ 

_±M_ 

cosamaj cos am a 2 ... cos ama 2n _ 

_ ±N _. 

A am a! Aamou.. . A ama 2 «—i 


, Des conclusions toutes pareilles seront donn^es par la fonction 

, > . v c?sin amx . . 

tpi(.'r) = sinama7F(sin 2 ama7)H--/(sin 2 am a?), 

oil F et f introduisent constantes arbitraires. En prenant 

encore egal a l’unite le coefficient de la puissance la plus elev^e 
dans F(s-) et determinant les autres coefficients par les conditions 

<pi(aO = o, ipi(a 2 ) = o, cp,(a 2 „) = o, 

on aura 

sin 2 am* F 2 (sin 2 am a?) — sina am a?) 

= (sin 2 am a;—sin 2 am a,) (sin 2 am a? — sin 2 ama 2 ).. .(sin 2 am a? — sin 2 
X [sin 2 am* — sin 2 am (a t -4- a 2 -t- a 2 „ )]. 

Ce second theoreme donnerait la valeur de 


sin 2 am (a, -+- a 2 -+■.. .4- a 2ra ), 

ou figure un nombre pair d’arguments, mais le premier a l’avan- 
tage de conduire en m£me temps a l’expression de 

sin am(« 1 +«jH-. I .H- a 2rt _ t ), 
cos am(aj -4- a 2 -t- a 2/i _,), 

A am (otj -+- a 2 -+-.. .4- a 2/l _j), 


ou il importe peu que le nombre des arguments soit impair, car 
rien n’emp£che d’en supposer un egal 4 zdro. Une derniere conse¬ 
quence a cet dgard nous reste encore a etablir. Observons que les 
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<p(a 2 „-i) = 0, 


ou, pour abr^ger, 


?(«/) = 0. 


detenninent pour les coefficients cle F et F, des fonctions ration- 
nelles, dans le premier cas, pour z — sinama?, de 


sin am 


d sin am a,- 

ct -=- = cos am a,-A am a/: 

di ( ’• 


dans le second, pour s ■■ 
cos am it et 


cos ama?, de 


d cos am <*,■ 
d^i 


= — sin am a,- A am a ;; 


dans le Iroisi^me enfin, pour z — Aama,-, de 

, rfAama, . 

A am a,- et -- = — /c 2 sin am 00 cos am 00. 

da,- 

Telle sera done la forme des quantiles que nous avons tout & 
l’heure ddsigndes par L, M, N, et, par suite, des valeurs clles- 
m ernes de 

sin am(a| -+- oc 2 -i- .. . -+- a 2 „_,), 
cos am(a 1 -4- a 2 4-...4- a 2 „—1), 

A am (a, -4- a 2 4-. . .4- a a „_i). 


Quant an double signe, il suffira, pour le determiner, d’un cas 
parliculier; nous allons en donner 1111 exemple. 


II. — Formates pour I’addition de deux arguments. 


Nous appliquerons les tlidoremes precedents au cas de trois ar- 
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tion fondamentale a celle forme 


(z 4 -+- az i -+- b)- — c 2 z 2 


dz 

dx 


z-(z 2 — sin 2 amoci) (z 2 — sin 2 ama 2 ) 
X [z 2 — sin 2 am(a 1 -t-a 2 )], 


de sorte qu’on doit d^ja poser b = o. Si l’on supprime dans les 
deux membres le facteur s 2 , et qu’on fasse ensuite z — o, on ob- 
tiendra 


sin am (a! -+- a 2 ) = 


Cela posd, les Equations <p(a,) = o, ®(a 2 ) = o deviennent 

sin 3 amaj - 4 - a sin ama, -1- c cos amai A amaj = o, 
sin 3 amaj-t -a sin amsij + c cos am a 2 A am a 2 = o, 

d’ou 

c * sin 2 ama!—sin 2 am x 2 

sin ama! sin ama 2 sin amai cos ama 2 Aam a 2 — sin am a 2 cos amaj Aamai 

valeur qui se rdduit a sin ama 2 pour ou = o, de sorte qu’on doit 
prendre dans la formule le signe sup^rieur. II vient ainsi, en mul¬ 
ti pliant les deux termes de la fraction par 

sin ama! cos ama 2 A ama 2 -t- sin ama 2 cos ama! Aamai, 

et supprimant haut et bas le facteur sin 2 am a, — sin 2 ama 2 , 


sin am (a! a 2 ) = 


sin am a, cos ama 2 A am a 2 -+- sin ama 2 cos am«i A amaj 
i — k 2 sin 2 amai sin 2 ama 2 


Dans les autres cas ou a = cos ama? et z = A ama?, l’equation 

> , dz 

z 4 -t- az- -+- b -l- cz = o 
dx 

admet la racine z = i qui repond au troisi^me argument suppose 
nul. On doit done faire 


z 4 + a^ 2 4-i = (^ 2 -i) (z 2 -4- m ), 



cos am(ai -+- a 2 ) = 


cos am a, cos am x 2 3 
de m£me pour z = A am x, on a les relations toutes semblables 
cos ama, Aama, 

A 2 am^H-m + c- _ r _ ■■■ _ - = o, 


A 2 a m a 2 ~ 


sin am*i 
cos am a 2 A am a 2 


A am(aj -+- a 2 ) 


Aamai A ama 2 


Un calcul, enticement analogue a celui qui concerne le sinus, 
donne les formules suivantes : 


cos am (xi-t-a 2 ) = 


cos am a | cos am a 2 — sin am a, sin ainx 2 A am xj Aama 2 
1 — /c 2 sin 2 amx, sin 2 ama. 


Aam(a, + x 2 ) 


Aama! A am a 2 — /c 2 sin ama) sin am x 2 cos am X| cos ama 2 
i — k- sin 2 ama] sin 2 amx 2 


Les trois formules que nous venons de d^duire du thCreme 
d’Abel sont nominees juste titre fondamentales } car elles suf- 
fisent pour determiner complCement les functions 
sin ama;, cos ama;, Aama;. 


On peut voir dans les premiers Memoires d’Abel, et postCieure- 
mentdans lesTravauxde Gudermann('), l’un des meilleurs auteurs 
qui aient ecrit sur la thborie des fonctions clliptiques, comment 
elles donnent la double pdriodiciuS, puis les ex|)ressions de 
sin am (rice), cosam(/ia;), Aaiu(/ia;), 


ou n est un nombrc cntier quelconque, d’ou l’on dtkluit, en rem- 
pla^ant x par—) et passant a la limitc pour n infini, les expres¬ 
sions analytiques sous forme de quotients des sdries @ et H. Nousy 
joindrons les suivantes, qui s’en dCluisent immdiatement, savoir : 


sin am(x! — x 2 ) = 
cos am(ai — a 2 ) = 
A am(xi — a a ) = 


sin am a t cos am x 2 A am x 2 — sin ama 2 cos amai A ama ( 

( — k 3 sin 2 amai sin 2 ama, ’ 

cos am X! cos ama 2 +• sin ainxj sin ama 2 A am A am a 2 
i — k 3 sin 2 ama, sin 2 ama s ’ 

Aamxi A amx 2 n- /c 2 sinama| sin ama 2 cos amai cosama 2 
i — f! si i2 ama. s'n a 


I sinam(oc,-4-a 2 )-!- sinam(a,—a 2 ): 
cos am(a,-t-a 2 )-+- cos am(a, —a 2 ): 
A am(a, -f-a 2 )-f- Aam(a| — a 2 ) 

/ sinam(a 1 -t-a 2 )-r- sin am^ —a 2 ) 

} cosam(ai — a 2 )— cos am (sq -f- a 2 ): 
I Aam(a 2 —a 2 )— Aam(a 1 +* ! ): 


■2 sin am a, cos am a 2 A am a 2 


1 — k % sin 2 

ama, sin 2 am a 2 

2 cos ar 

n cos ama 2 

1 — A * 2 sin 2 

ama, sin 2 amou 

2A ama! A ama 2 

t— k- sin 2 

amai sin 2 ama 2 

2 si 11 ama 2 

cos ama] A amai 

1 — A 2 sin 2 

1 am sq sin 2 am a 2 


?.sin am sin ama 2 Aam a t Aama 2 
i — A - 2 sin 2 am oq sin 2 am a 2 
2/: 2 sin ama, sinama 2 cos am«| cosama 2 
i — k? sin 2 am«| sin 2 am* s 


Les trois dernieres Equations, en faisant 


oq -+- a 2 = x } ai — a 2 = a, 

conduisent a determiner toutes les valeurs de x, qui donnent 


sin amx — sin ama, 
cos ama; = cos ama, 

Aamx = A ama. 

Ainsi, dans le premier cas, on reconnait que toutes les solutions 
sont donndes par celles des equations 


O 0U 00, 


A am 


x -+- a _ ^ 


On en conclut immddiatement, d’apres les formules donndes 
page i 43 pour les racines des equations 

6 (» = o, H(a 7 ) = o, 0,(37) = 0, H 1 (*) = o, 

qu’on a 

j x = a + 4mK + 2 »i’ i K', 

I s=-fl4-(4m+2)K+2ni'iK': 


( T = ±aH-/imK + iim'iK', 

| x — dz a {4 m 2 ) K -t- (4 ni' ■+■ 2 ) i K', 

ou plus simplement 

x = d ~ ct - 4 - 2 tn (K - 4 - {) -1-4 nx' i K 1 , 

et pour 

A am.r = A am a. 
x = dz a H- 1 m K -+- 4 »i' 1 K'. 

Dans ces formules m et in 1 ddsignent des nombres entiers quel- 
conques, positifs ou ndgalifs. 

Les formules pour I’addition de deux arguments donneraienl 
lieu a beaucoup d’auLres remarques; je me bornerai ici aux rd- 
sultats relalifs a la duplication et aux valeurs que prennentles trois 
fonctions lorsqu’on suppose l’arg ument t^ga 1 a une demi-p^riode. 
Les premieres ddcoulent des formules fondamentales, qui donnent 
imm^diatement 

•2 sin am a cos am a A am a 
sin am 2 a — - , ■ ... .> 



et l’onen d^duit les valeurs suivanles, qu’a donndes Gudermann : 


K . / . 

sin am — = ■ , . . - , sin am 

a \/n-/f' 1 

K \/ 7 P ] 


A a m — — /k '; 


2 s/k 

*K' \J 1 -t- k 

;os am - = -—> 

* s/k 

A «K' /- 7 

A am - = \/i -t- 





et 






2 k ’ 


/ Kzt i K' \ , / k 

A am ( 2 ) = * y 1 ^ TP ‘ 


IJJ. — De la multiplication des arguments. 


Ce point important de la theorie des fonctions elliptiques est si 
intimement lid a la theorie de la transformation, dontnous ne nous 
occuperons pas ici, que nous devons nous borner a l’indicalion 
d’un petit nombre de resultats. 

En premier lieu, soit n un nombre pair, et posons 


sin am(n#) = n cos am # A am a? 
(— 1 ) 2 cos am (nx) = 

(— i ) 2 A am ( nx) = 


sin am.r-t- A 'sin 3 am x -f- H' sin 2 '" -3 am a 


•+• A sin- am x -+-II sin 2 "' am# 
I -+• A', cos 2 am x -4- H'. cos 2 "' am# 


i -I- A, cos 2 am.r +. . .-i- Hj cos 2 "' am# 
i -i- A j A 2 airir + ...+ H» A 2 '" a m x 


i -+- A.) A 2 am x -+- . . . -+- H 2 A 2 "' am x 
Soit, en second lieu, n impair' et faisons 


sin am(n#) = n 


sin am# •+• a' sin 3 am# h' sin 2 '"- 1 - 1 am # 


-f- a sin 2 am.r + ...+ /i sin 2 '" am# 


. cos am# -+- a\ cos 3 am# ..-1- A'cos 2 "'- 1 - 1 am# 

cos am ( nx ) = n - J -, 

l -t- oti cos 2 am# -+-. . . -+- h\ cos 2 " 1 am# 


A am (nx) = n 


A am# «.' 2 A 3 am# •+•.. . •+• /?.' 2 A 2 "'- 1-1 am# 


i a % A 2 am# -h.. A, A 2 '" ama 



vlvlxo icitjuimougo ci cuucica uc a , ci jciuujji u uuuue pour leur 
determination, dans le cas ou a est impair, le theoreme suivant: 
Soient 

sim am a; = ~, sin am( nx) = ~ et U = —> 
s/k fk Q 

P et Q etant des polynomes entiers en u; si Von fait 


ces deux polynomes satisferont d Vequation lineaire aux dif¬ 
ferences partiell.es que void : 


u 2 (n 2 — i) u 2 z -+- (n 2 — 


) (a u — 2 u 3 ) 


dz 

du 




W 2 H- U 4 ) 


d*z 
du 2 


. in 2 (a 2 _^ 


d!z 


Sur les int^grales de seconde et de troisidme espdce. 


On y esl amen<S par la consideration de I’intdgrale 


/ 


F(sinam.r, cos am a-, 


A am x ) dx. 


ou F ddsigne une fonction ralionnelle quelconque, et qui va main- 
tenant nous occuper. 

Soil, com me pr^c^demment. 


u = sin am x, 
e = cos arns, 


On reconnaitra d’abord qu’elle pent $tre r^duite 4 la forme 
j" (A+Bp + Cwh-Di'w) dx , 

od A., B, C, D sont des fonctions rationnelles de la quantity u. II 
en rdsulte que la premiere partie 


fonctions rationnelies. C’est done seulement dans I’expression 
J' A dx que l’on peut s’attendre a voir resulter de l’intdgration des 
fonctions nouvelles, etque les considerations suivantes vont mettre 
effectivement en evidence. 

Soil 

A _ 

co et d* designant des poiynomes entiers; en multipliant part{;(— u) 
les deux termes de la fraction et faisant 

u ) = 'P‘0 2 ); 

Cp( u ) (•—«) = <£( a 2 ) •+• u <t>I (« 2 ), 

on decomposera I’integrale propos^e dans les deux suivantes : 
rw(u>) , /•«*,(«*), 

J *W) dx ' j ~W(u*y dx ' 

dont la seconde se ramene encore aux radicaux du second degre, 
puisqu’en faisant u. 2 = t elle devient 


:/ 


dl 

'Ffo /(i - o (i - k- n 


II y a done seulement lieu de s’occuper de la premiere, qu’on fera 
dependre, en decomposant en fractions simples “ 2 y de lermes 
tels que 

ou bien 

/ u- n du r du. 

\/(i — a-) (i — k ' 1 u ' 1 ) J (i — a u- )t J \J( r - u-) ( i — k ' 1 u -) 


etces termes sont eux-m^mes r^ductibles, comme on va voir, aux 
cas les plus simples de n = i, p = i. 


— = mu ,n ~ { \/<j — a 2 ) (i — k- u 3 ), 

qui differentiae donnera 
d'l a' n 

- j -— = m(m — i) — m 2 ( i -+- k *) u m -+- m( m i) k*- u> n +' 1 . 

En integrant par rapport a x les deux membres de cette Equation, 
on trouvera cette formule de reduction 


dw 11 r 


u ,n * 2 dx — m 2 (i -h k r ) j ° u m dx -+- m (m 


-i )**f J 


u m -+ 3 dx , 


qui montre comment de proche en proche on rantfenera l’infegrale 
proposee oil ni = in, aux seuls cas de /! = o, n = i . 

Le premier donne un terme proportionnel a la variable, et c’est 
le second qui conduit & un nouve) <d<hnent analytique, dans la 
theorie des fonctions elliptiques. 

En introduisant comme facteur constant le carre du module, 
nous poscrons 

L(x)= j' k 3 sin 2 'Amxdx, 


ce sera ce que I’on nomine et ce que nous appellerons doifenavant 
la foaction de seconds espece. 

Par tons en second lieu de la relation 


u\/{ 1 — id ) (l — A"- u*) 

(i — aw 2 )/'-' 


(2p — !i) 

-—(»/> — 3 ) (i 
•+• (‘*p — 4 ) ^ 


i ■+■ /r 2 /r 2 '' r dx 

h a a* / J ([ — a u 3 )P 

x H- 7. A 2 3 /f 2 \ f_dx_ 

+- A 2 3^ \ r dx 

a a 2 / J (l — au s )H 


-(xp — 5 


>*L r_ 

' «V (r- 


dx 

a u 1 )/> ■ 3 ’ 


qu’on trouvera identique par la differentiation. II est clair que, de 
proche en proche, elle fait d^pendre le cas le plus g^n^ral des trois 


aa lieu de 


J i oc u l 


nous poserons 


D (x, a) — J "* 


k- sin am a cos am a A am a sin 2 am x .dx 
1 — k- sin 2 ama sin 2 an\x ’ 


et cette expression sera desormais pour nous la fonction de troi- 
sieme espece. 


I. — Expression par Q(x) des integrates de seconde 
et de troisieme espece. 

Nous avons pr6c£deminent dtabli la relation suivante : 

, ■ , . . _<tfsinama? H(a?— i x i )li(x — x^)ll(x — a 3 ) 

sin amar(sin 2 ama?-+-A) -+- B-=- = G —--— --—;-ii 

dx Q 3 (x) 

ou les coefficients A et B s’expriment par et a 2 en posant 

/ • o an n d sin ama, 

sm ama 1 (sm 2 ama ( -4- A) -4- B-- = o, 

, . , . , „ d sin ama, 

sin ama 2 (sm 2 amotj+A) + B ---- = o. 


d’apr^s la condition 


a, -+- a 2 -+- a 3 = o, 


B — o, A = — s 



Determinant G en faisant x — o, il viendra enfin 


sin 2 ama? — sin 2 am a = 


0 2 (o)H(a?-t-a)H(a? — a) 
kW[x)W{a) 


Cette relation importante prend, si Ton change a en a + t'K', 
cette nouvelle forme 


i — k 2 sin 2 am« sin 2 ama?: 


0 2 (o) 0(a? -+- a)@(x — a) 
0 2 (a?) &' 2 (a) ’ 


a laquelle on parviendrait encore d’une autre maniere en employant 
l’identit^ 

i H(a? a) H( a? — a) . 

- - --= sin am (x •+• a ) sin am (x — a) 


k 0 (a? -t- a) 0 (a? — a) 


i — k- sin 2 am a sin 2 ama? 

Elle donne, en prenant les logarithmes de deux membres, 

log(i — Z : 2 sin 2 am a sin 2 am x) = log 0 2 (o) -+- log 0 (a? •+• a j 

-h log© (a?— a) — '2 log© (a?) — 2 log© (a), 

et de lei on tire imnnkliatement, en dill'drentiant par rapport a a el 
en integrant ensuite par rapport a x , 

/ '* /i 2 sin am a cos am a A am a sin 2 am xdx 
i — /f 2 sin 2 am a sin 2 ama? 

&'(a) i 0 (a? — a) 

= "<*• ">=* euy h ; log 6\x^-y 

c’est l’expression analytique ddcouverte par Jacobi de la fonction 
de troisi^me esp^ce. En divisant par« et supposant ensuite a — o, 
on en d^duit 

f k z sin 2 ama? dx: = Z(a?) = £a?— 


od I’on a posd 



seconde espece et qui va nous conduire aisement a ses proprietes 
fondamentales. 


II. — De la fonction Z(x). 


La premiere de ces proprietes est de n’avoir qu’une seule et 
unique determination pour toute valeur reelle ou imaginaire de la 
variable. C’estaussi ce qui r^sulte directement de la consideration 
de l’integrale 


jf 


k ' 1 sin 2 am z dz. 


En effet, pour l’une quelconque des racines de liquation 


savoir 


-- = o, 

sin am 3 

z = 2mK + (2m' + i)i!K', 


le residu correspondant de k- sin 2 am s, c’esl-a-dire !e coefficient 

de - dans 
£ 

A : 2 sin 2 am fa/nK •+• (2 m 1 -+- i) tK'-t- £l = -r—-j 

J sin 2 am £ 

s’evanouit, car sin 2 ame lie contient que des puissances paires de e 
dans son developpement. L’integration, quel que soil le chemin 
decrit par la variable z, ne donnera done qu’une seule et unique 
determination. Nous pouvons ainsi poser sans aucune ambiguile, 
en adoptant les denominations de M. Weierstrass, 


J = 

iJ' = 


7 

Jo 

/ 


k- sin 2 ama?^, 

-wK' 

A : 2 sin 2 am x dx. 
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pece par la relation, que nous avons d^ja mentionn^e 

KJ'- KM = - 
>. 

et que nous allons maintenant d^montrer. 

A. cet elfet, faisons successivement 

* = K, 

z = K -4- i K', 

dans l’equation fondamentale 


La premiere substitution donnera Lout d’abord 
J = £ K, 

car on a 

0'(K) = o. 


Pour la seconde, nous partirons de la relation donn£e page 1 43 : 
0i (a? •+• i K') = 1-1| (a?) e 4k I j! '' K 1 

et d’ou Ton lire 

1 o g 0 1 (a? -I- t K') = logHtf-r)— ~ (2x ■+■ tK'). 

\ K 

En diff^renliant par rapport a x, on en deduit 

0', (T4- t’K ; ) _ H'(.r) _ iiz 
0, (3? + tK') li I ( x) 2 K 


Maintenant, si I’on fait x = o, la dtfriv^e de la fonclion paire H, (x) 
s’^vanouissanl, il viendra 

G'iCiK') 0'(K-h/K') in 
0-1 (tK') ~ 0(K -h tK') ~ q K' 

Z(K-0iK';=:C(K-htK')-0 i" 


On en conclnl 


moindre que l’unite, s’expriment par les int^grales rectilignes 


r' dx 

J 0 \/(l —0? 2 )(l 


-f 


/c 2 o ? 2 dx 


-k'-x-) J i sj(x- — i)(i — Ic 2 x-) 

et Ton a, comme pour K el K/, ces deux series : 


en faisant 



2 

k^~ 

6 

(£)' 

k 6 •+■ 

7 / I. 3 - 5 N 

8 V 2.4.6; 

2 

) /c 8 +..., 


V-h.. 

2 n 

z_i( 

f. 3 .. . in 

Ill V^a/i-s 

'" t ~ 


•2.4 ... 2 n 

-u 



( 2 

n - r 

/1. 3 ... 2 

!L= 2 Yk*» 



a 

•2 n 

l 2.4 ... 2 

n—'ij 


Voici maintenant la propriddd de la fonction de seconde espece 
qu’on doit regarder comme caract^ristique et qui justifie son in¬ 
troduction a titre de nouvel element analytique dans la thdorie des 
fonctions elliptiques; elle consiste dans les relations 

Z(a? + 2K) — Z(x)- J r%3. 

Z(a? h- -liK’) = Z(a?) -+- at'J'. 

Ces relations, qui d^coulent imm^diatement des Equations fonda- 
menlales 

&( X -+- 2 K.) =0(0?), 

0(ar-4- 2 »K') = — &(x)e~T {Jr ’ +iK \ 

en en prenant les derives logarithmiques, donnenl en effet la no¬ 
tion d’un nouveau genre de fonctions qui, dtant uniformes, se re- 
produisent avec I’addition d’une constante lorsqu’on augmente 
l’argument des quantites 2K et 21KJ. Plus tard, on verra le rdle 
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On y parviendrail d’ailleurs encore autrement, en partant de 
liquation 

Z(x -+-«) = Z(a? ) + Z(fl) + k- sin ama? sin ama sin am(r 4- a ), 


c’esl-a-dire du th^orcme de 1’addilion des arguments dans la fonc- 
tion de seconde espece, cjue Jacobi ddinontre comme il suit : 
DifFerenlions, par rajqiorl a x, liquation 


il viendra 


nf.r, a) = 


&(a) 

0(a) 


- Ion 
2 


e(x-a) 
0 (x a) ’ 


A 2 sin anw/ cos am a & am a sin-ama? __ 0'ta) i 0'(.r— a) i 0' (x 4- a) 
i — A'- sin' 2 ama sin 2 ain.r <d(a) ■>. 0(.r— a) ■?. 0(.r4 -a) 

= — Z(«) 4 - ^ Zf a" 4- a ) — l - Z(x — a), 

d’ou, en permulanl x el a, 


k- sin ama? cos am.r A am x sin 2 am a 
l — k- sin 2 a in a sin'- am x 


-Z(t) + - Z(,r4 -Z{x — a)\ 


or ces relations, ajouldes membre a membre, donnenl 

A -2 sin am.r sin am a sin am (x 4 - a) = r Z(x 4 - a) — Z{x) — Z( a). 


Iff. — De la fauction 11 (a?, a). 


Onconsiderc coinmc I’unc des plus belles ddcouvertcs de Jacobi 
cetle expression de II(a?, a) oil figurenl deux quantiles, J’argu- 
ment x el le paranuHre a, par la relation 


II (x. a ) — a 


0 ' i a) 
0(o) 


1 | 0 o- ~ a ] , 

2 e 0 (x 4 - a ) ’ 


dans laquelle n’enlre que la seule fonction @ avec sa dyrivde. 11 
pourrait m^rne paraitre inutile, & cause de la simplicity de cette 
expression, d’introduirc avec une designation sp^ciale et comme 



fl( x, a) — II(< 2 , x) — x 


9'( a ) 6'(x ) 

6(a) ~ a 0 (x) ’ 


ou bien encore 


II (x, a) — U(a,x)— aZ(x) — ccZ(a) 

en introduisant la fonction de seconde espece. Cette propria pent 
etre etablie directement et ^1 endue aux integrates d’ordre supe- 
rieur par la methode suivante qu’a encore donn^e Jacobi. 

Soit f(x) unpolynome de degre quelconque en x et 

. r \ h( a )dx 

v(x, a) = I - _z_n- 

J 0 (x — a)\/<?(x) 

la difference F(a?, a) — F (a, x), ou bien la somme des integrates 
r \j © ( a) dx r \/(f (x ) da 

J o (•■»• — «) J 0 (a? - a.) /<?(«) 

peut 6tre remplacee par l’integrate double 

f“ r' dx da [cs'Q) -t- y'(nf )| (.r — a) -+- acp(a) — ^Q) 

J 0 Jo v/?0) vA?(«) -).(x — ay 

Or on trouve aisement que la quantite plac^e entre parentheses 
est une fonction entiere de x et de a , de sorte que 1’intdgrale 
double se ramene a une somme de produits tels que 


r x a" 1 da ^ P x x’ 1 dx 

Jo /?(«) J 0 


Le cas des integrates elliptiques resulterait evidemment de 1&, 
en posant 

cp(a?) = x(i — x) (i — k*x) 

et prenant, pour variables x et «, ies quantity > el 

1 r ’ u X-2 S in 2 amia" 


rit a?, a) — fl( a, x) = aZ(/) — xL( a), 
x = K et .r = K - 4 -i K'; 


en observant qu’on aura 

n(a, K) = o, 
n(a, K + iK') = o, 

on enconclut 

1 J ( K, a) = «Z(K) — KZ(a) = aJ — KZ(a) 
11(K + »K') — n(K) = taJ'— tK'Z(a). 


et 


Telles sont les valeurs des fonctions completes ou bien des inte¬ 
grates deiinies 

C /r 2 sin am a c<>s am a A am a sin 2 am x dx 
i — /f 2 sin 2 am a sin 2 am.r ’ 

1K k' 1 sin am a cos am a A am a sin 2 am x dx 
i — /c 2 si n 2 am a sin 2 am a? 


11(K)= f 

r K 

n(K •+• i K') - 11 ( K) j 


Si pour uu instant on les de.signe respectivemenl par FI el /IT, on 
aura les relations 

II(a;' -1- 'i K, a) = 11(3, a) ■+■ ill, 

11(3 yuK', a) = 11(3, a) H- a tTI' 

et 

KU' — llK'= — 


Mais nous observerons, a J’^gard de la fonction de Iroisieme es- 
p&ce, que l’inl£gralion inlroduil, en modifiant le chemin decrit 
par la variable, un multiple enlier positif ou n^gatif de —i, 
de sorte que ces relations n’onl lieu que pour certains modes 
d’iniegralion, tandis que les relations analogues relativement k la 
fonction de seconde esp£ce n’exigeaient aucune restriction de 
cette nature. 



G. —Addition des arguments. 


Considerons, pour fixer les idees, uu nombre impair ‘d’argu¬ 
ments a,, a 2 , ..a 2//+) , lies par la relation 


a l -+- a 2 H- • • • -t- a 2tt-t-l = O, 


l’equation fondamentale 


donnera 


II( a?, a ) = x 


e'(q) 

0(a) 


i ,0 « 


e(T-a ) 

0(37 -t- a) 


n(a tj a) -I- D(a 2 , a) H-. . .4- n(a 2 n-M, a) 


1 log e ( g i ~ «)Q(«2— «)• • • 0(*2<tH-i--«) _ 

2 S 0(244- a) 0(a 2 H-a). . . ©(aj,,^ 4- a)’ 


Cela pose, je dis que la quantity sous le signe logaritlimique 
s’exprime rationnellement par 

| sinamaj, sin ama 2 , sinama !n+ t, 

I Da.sinama!, D a2 sinama 2 , D aw+l sin ama 2 „ +1 . 


Rappelons, a cet effet, qu’en ddsignant par f(x) et f K ( x) deux 
poljnomes entiers en x des degr^s n et n — i et faisant 

9 ( 37 ) = sin am a?/( sin 2 am a?) 4 - sin am xf y (sin 2 ama?), 

nous avons obtenu (p. 184) la relation suivante : 

, _ AH( 37 — q t ) H(37 — a 2 ).. ■ H(rp — a 2 »+i) 

^ ' 02/1+1(3?) 

oil les coefficients des polynomes / et f K doivent 6tre determines 
par les equations lineaires 


®(a,)=o, cp(a 2 ) = o, cp(a 2 „) = o, 

et sont des fonctions rationnelles des quantitds (A). 
Cela pose, en cbangeant x en — x, on en deduit 



ei u eu res ime 


?(g) 

<?(—*) 

Or, en faisant 


d’ou 


H(a? — »i) \rl(x — a 2 ).. . H (a;— a 2 „ + i) 
H(a7-t-a,) H(a?-t-a 2 ). . . H (a? -+- a 2 , t+1 ) ‘ 

,r = a h- t'K', 


sin ama? = 


sin ama? = 


k sin am a 
D a sin ama 
k sin 2 ama ’ 


la quantity 

H (a? — «i) H (a? — « 2 ).. . H(a? — oc a/t -n ) 
H(x -i- aj ) H (x •+• a 2 ).. . H(x -t- a 2 /i-t-i) 


devienclra pr^cis^rnent 


0(« — ) 0(g — g 2 ) .. . 6(g — a 2 „-n) _ 

0( a H- ai)0(g-t-a 2 )...0(g-l- G£2g-t-t) 


Elle s’expriine par consequent comine il a die annonce, ayant pour 
valeur la quanliie 

_I_ ft _I_ ) _ / “ , /, ( _!_'l 

k sin am a J \ k % sin 2 am a ' \ k sin 2 am a j J \/c 2 sin 2 ama/ 

i . / i \ / Dg sin ama \ / i \ 
k sin -Am ct. \/r 2 sin 2 am a) \ k sin 2 am a J ^ 1 \ k" 1 sin 2 am a / 

qu’on rarnene, en mullipliant haul et bas par sin 2 " +l am a, 4 la 
forme 

sin am a F (sin 2 am a) — D a sin am a F] (sin 2 am a) 
sin am a F(sin 2 am a) -t- L)« sin am a F] (sin 2 am a) ’ 

F(ir) el F^a?) etaal comme f(.x)e L f\{x) des polynomes.de 
degr^s n et n — i en x. 

On peuldonc ecrire, en remplagant l’argument a 2n+J par 

— (aj -+- a 2 H- cc 2 g )> 

1’equaLion sulvante 


ri(ai, a)-t~n(a 2 , a) II (a 2 „, a) 

= II ( a. -t- ol>> -+-a 2 „, a) 


o e&L uj uieureiue ue i auuuion ues arguments sous ta tonne trouvee 

par Abel. 

D. — De dijferentes functions analogues a la fonotion 
de troisieme espece. 

D’importantes questions de mecanique conduisent souvent a 
r^duire aux fonetions 0 des integrates semblables a la fonction de 
troisieme espece et qui s’y ramenent par quelque substitution 
simple; aussi Jacobi, dans son memorable travail sur la rotation 
des corps, a-t-il juge necessaire de donner le Tableau suivant, 
qui oflre la reunion complete de ces diverses integrates ainsi que 
leurs expressions sous la forme la plus simple par les fonetions 0. 


I 

n 


£ 2 sin amaensama Aamasin 2 am xdx _ 0'(a) i 0(57 

i — k- sin-anm sin 2 artt57 iA( n\ ^ ® 

k- sin am a cos am a cos' 2 am x dx 


a) 


0(a) 

e;(a) 


0(57 -+-a) 
0(a7— a) 


ama( t — k- sin'-am a sin 2 am 5?) * 6 fa) a 0(a?-)-a) 


tang ama Aam a A 2 am x d.r _ II', (a ) i — a) 

0 l — k- sin' 2 am a sin 2 am57 H \(a) a ° 0(57 ■+■ a) 

i 

i 


A am a cot am a dx 
— k- sin 2 am a sin 2 am57 

a sin am a cos am a\&madx 
sin 2 am a — sin 2 ama? 

a sin am a cos am a A 2 am57 dx »',(«) 

Aama(sin 2 am a —sin 2 ani5?) 8, (a) 


. H' ( a) _ 
H (a) 


0 ( a ) 


0(a) 


tan»amaAamacos 2 amrc(a; _ H', (a) 

sin 2 am a — sin 2 am 57 

1 A am a cotam a sin 2 arar dx 


' H,(a) 


f" A am a cotam a sin 2 arar dx H '(a) t. H( 

8. / -: J-r -5 - = — 1 H- -logrrr 

J sin 2 am a — sin 2 am 57 H(a) ‘i H( 


1(57 — 


1 ( 5 ? -t- 

a)' 

H(a 

1 -t- x) 

r H ( a — 57) 

r H(« 

-+- 57) 

“ H(a 

— X) 

H (rt 

H- x ) 

Mi(a 

— 57) 

H (a 

H-57) 

3 H(a 

— 57 ) 


II nous suffira d’observer, pour qu’on puisse immedialement les 
demontrer, que les equations 2 , 3 , 4 se deduisent de la premiere 
en y changeant successivement x et a en 


VjCb ijuaue cLjuauuna tuu&i uuicnuca, uu cxi lire ieb (|uaire sui- 

vantes par le cbangemenl de x en x -+- t'K.' ('). 


Des fonctions de M. Weierstrass. 


II a ete deja remarqu^ que sin am x, cos ama?, A am a?, pouvaient, 
pour des valeurs de x moindres que l’unite, £tre d^velopp^s sui- 
vant les puissances de cette variable en series dont les coefficients 
sont des fonctions emigres et a coefficients rationnels de k' 1 . II en 
est 6videmmenl de m6me de sin^ama?, de la fonction de seconde 
espece 


Z(ar) 


■i: 


/c 2 sin 2 am a? 


dx, 


de son integrate J Z(a?) dx et m6me aussi de l’expression 


mais, tandis qu’a 1 ’iigard de sin-ama?, Z(a;) et Z (x) dx les 

developpemenls ne subsistent que pour des valeurs de la variable 
dont le module est infdrieur a l’unite, l’exponentielle 




conduit a uu developpement convergent dans toute l’^lendue des 
valeurs r^elles ou imaginaires de x. Elfectivement liquation 


(’) Si I’on repr^sentc par 


f K (^) 


dx I’une quelconquc des liuit formesdela 


fonction de iroisidme espece, F(a?) aura pour p^riodcs a K et aiK', et les expres¬ 
sions pr^ciidcntes s’obLiendronL iiniiuklintemenL & I’aide d’une expression g6n6- 
rale des foncLions doubletnent pdriodiques, qui sera dtablie & la fin de cette NoLe, 
savoir : 


V{x) - C + XH 


ir(g-S) 
H (a?-?)’ 


A l( x) = 


,-r- 


S(g) 
e(o) ‘ 


Voici done une propriete bien digne d’attention de la fonction 
0(.x) de se changer par l’introducdon da facteur e 2 0^0) en 
une nouvelle fonction ou l’argiunent est sorti du signe cosinus et 
ou figure directement le module k- k la place des periodes et de 

_ K' 

la transcendante q=e K . Les memes choses auront encore lieu 
evidemment a I’egard de ces trois autres fonctions : 


Al(a 7 )i 

A l(a;)2 

Al(37) 3 


= cos amx e 


= A am a? e 


-F Z l.r) d 
2? e J 0 

— / Z U') n 

: Jo 

-j Z [x) d 


= e 


— e 


— e 


«(£) 

0(o) 

H^a?) 

0 ( 0 ) 

e,( 37 ) 

0 ( 37 ) 


/k‘ 


F 


k 


s/P. 


II en rdsulte qu’ii cdld des ddveloppements periodiques 


1 •2 q sin37 — 2 (/ q 9 sin 337 -+- 2 j/g‘ i5 sin 5 37 —. . , 

y/fc i — %q cos 33 ? -+- 2 q‘ Y cos !\x — 2 r/ a cos6 37 




w 

k 


2 y q cos 3 ? h- 2 y/r/ 9 cos 3 3 ?- 1 - 2 <7 25 cos 53 ?-+- ... 

I - iq C 0 S 23 ? H- 2 <7 4 cos 4 3? — 2 q u COS 637 -+-. . . 


2 K 3 ? _ ,p I -I- 2 <7 COS 2 3 ? H - 2 COS 4 X -+- 2 q* COS 6 37 -+-. . . 

TC I 2 q COS 2 3 ? -t- 2<7 4 COS 4 3 ? — 2 f / 9 COS 6 3 ? -+- . . . 


on voit s’offrir un autre mode de representation ou les fonctions 
doublement pdriodiques sont exprimdes par des quotients de 
series rationnelles en x et /r a , et convergentes quelles que soient 
les valeurs reelles ou imaginaires de ces deux quantites. Abel avait 
entrevu et rapidement indique la possibility de ce nouveau mode 
d’expression des fonctions elliptiques, mais e’est 4 M. Weierstrass 
que revient l’honneur d’avoir mis dans la Science, au lieu d’un 
simple apertju, une theorie profonde qui conduit directement a 
ces nouvelles fonctions, non seulement dans le cas des transcen- 



vertes, nous nous bornerons, ct sans sortir des fonctions ellip- 
liques, aux indications suivantcs. 


I. — Definition des quatre fonctions Al(.r). — liquations 
dijf&ventielles. 


Alin de ratlaclier immedialcinent ccs fonctions aux quatre fonc¬ 
tions 0(.2?), nous poserons : 

-f Z (x) d.r 

) = e J o 


(A.) 


et, par suite, 


(B) 


A1 (,r) = 

Al(a?)i 

Sin am a: = » 

AI ( x) 

Al(a?) a 
AI (a?) ’ 
Alfar) a 
Al(.r) ’ 


cos am a? = 

A ama? = 


Al(ar) = e 


_ ,—T 


0 ( 0 ) 


A,(a7)l * “ 0( ( o) } fj c ’ 


I Al(a7) 2 = e 
Al(a?) 3 = e 

Des relations (A) resultenl en premier lieu celles-ci : 


- g -f‘ HtQp) /If 
0(o) V A-’ 


Al*(®)* = A 1*(£P) — Al*(a?)i, 
Al*(®)a = Al*(®) — A**Al*(ar),. 


Nous deduirons ensuile des ^galitds 


A1 (x) 

M(g)i 

Al(a?) 




Z (x) tlx 


— sin am a?, 


et 


d- log A1 (a?) 

dx- 


A 11(g)! 
Al 2 (a?) 


d?- logAl(«)i dMosAl(ay) d* log sin am.r = ^ s j nSnmfl? 1 

dx 2 dx* dx 2 ' sin 2 ama- 

d’ou, a cause de l’equation precedente, 

d- log A 1 (y )i _ i _ Al 2 ^)^ 

dx 2 sin 2 ama" Al 2 (a-)i 


Voici, eu developpant, les equations difFerentielles qui cn 
r^sultent : 


\ M(x) 
( AI(a?), 


d*k\(x ) 
dx' 1 

r/ 2 A1 (x)\ 
dx- 



k- Al 2 (a?)i = o, 
A l 2 (a?) =o. 


On aurail d’une maniere analogue, ou comine consequence des 
relations algebriques, 


Al(a?) 2 


Al(a?) s 


d* Alfa?), VdSMx). 


dx 2 

d 2 A 1 (x) 3 
dx* 


-[ 


dx 

c?Al (,r V 


■J -+- Al 2 (x J3 — o, 
• J 2 -I- A' 2 A l 2 (a?) 2 = o. 


Ces relations importanles que M. Weierstrass tire iinmediatemenL 
des equations de definition : 


d sin am.r 
dx 


cos am x A am x, 


d cos am x 
dx 


— sin am a" A am a;, 


d A a m x 
dx 


= — k- sin am.r cos am x , 


etpar une metbode qui s’applique aux transcendantes abelienncs 
les plus gendrales, peuvent alors, par une nouvelle metbode, con- 
duire aux fonctions 0, ou servir a demontrer direclemenl qu’elles 

rl^fimcconfr rl o o fr\n ofi Anc A £ \t £kl r\ r\ 1A hi ^ c ciiivrmt 1 p<; nmssanc S 


tionnels. Toutefois, pour eflectuer lcs developpements, on suil 
une voie dilTdrcnle el plus simple dont voici le principe. 


II. — liquations aux differentielles pariielles. — Formules 
de ddveloppement. 


Une analyse un pen Irop longue pour que nous puissions la 
rapporter ici a conduit M. Weiers trass & ccs dquations lineaires 
aux differences pariielles, savoir : 


Al(.r) r/AU.r rfAl(a?,) 

-7——• -h'l/x^x --1 -■i.kk- -n—J- k^x- AI (x) 

dx'i dx dk ’ 


dx 1 

1 d- A1 ( x ) i 
| d?- 

i d- AI(a7) 2 

dx- 

d- Al(.r)3 


dx 

dk l(.r )j 


W! + „ + A-.*.) AIM, = 

rfAl(.r)a 


__ T - , kk'x ■X1XX1 + (/,»h-«...) A1 (, h -a. 


Ces relations imporlanlcs sont dmincmmcnl proprcs aux devclop- 
pcmenls cn sdrics, ct I’on cn lire lcs formules suivanlcs. Soit, en 
designant lc produit i . 2.3 ... n par n !, 


3? 4 X n ylnl 

AJ(a?) = 1 — A 2T j A 3 ( T-y —.. .-t- (— r)" I—1 A w ~ 


k\(x)i-=x — 


('ii)i )! 




Al(a?)*= I - C, ~ -h C 2 £ -... + (-!)»* C„ 


Al(a?) s = i - Dt ~ h- D 2 ~ ..+ (- 1 )« D„ 


('xm)l 

x i,n 
(a m )! 


(') Lc lerme cn x' 1 manque clans cc develop pc menl, corame on le voit a 



OKIVRKS DK CHARLES 11ERMITK. 


on aura 

A, = 2 A 2 . 

A 3 = 8(A 2 4-A 4 ), 

A 4 = 3a(A:*H- H- 68/:*, 

A5 = 128 (A 2 h- A- 8 ) h- 48o(A 4 -+- A°), 

A g = .5 i 2 (A 2 4- A 10 ) -t- 3 008 (A'* h- A 8 ) + 54ooA-°, 

A 7 = 2 o 48(A 2 4 -A i2 ) 4 - i74o8( 7 c v —i— A 10 ) 4- 49 568 (A° -+- A 8 ), 

Ag = 8 ig2( A 2 -h- A 14 ) -1- g5232 (A 4 -+- A 12 ) -t- 3g5 620 (A° -4- A 10 ) -1- Go3 376 A 8 
A 9 = 32 768 (A 2 4- A lG ) 4- 49971'2(A 4 -t- A 14 ) + 2853 888( A® 4- A‘ 2 ) 

4- 5668 c> 96( A 8 4- A 10 ), 

A J0 = i3io72(A 2 h-A 18 ) 4- 253932 o(A 4 4- A 10 ) -(- 190976oo(A 6 -t- A 14 ) 

4- 38 i 53 728(A 8 4- A 12 ) 4- 42090784 A 10 , 


B, = 1 -J- A 2 , 

B, = 14-A 4 4- 4 A 2 , 

B 3 = 1 4- A 8 4- 9 (A 2 4- A 4 ), 

B t = 14- A 8 4-16(7r 2 —t— A 6 ) — 6A 4 , 

B 5 = r 4- A‘°4- a5 (A* h- A 8 ) — 4 94 (A 4 4- A«), 

B G = n- A< 2 4~ 36 (A 2 4- A 18 ) — 5 78 j (A 4 4- A 8 ) — 12 184 A 8 , 

B 7 = i4-Ai 4 4-49(^-h /ri2) — 5.3 i 7 3(A 4 4- A‘°) - i 7 96o5(A 8 h- A 8 ), 

B 8 = 1 4- A lG 4- 64 (A 2 4- A 14 ) — 5o2 892( A 4 4- A 12 ) — 2 279488 (A 8 + A 10 ) 

— 3 547 930 A 8 , 

B 0 = 1 -+-A 18 4- 81 (A 2 4- A 16 ) — 4 537500(A 4 4- A* 4 ) — 2 7198 588(A 8 4- A* 2 ) 

— .5g3314g3( A 8 4- A lu ), 

B t 0 = I 4 k- 20 4- 100 (A 2 4- A 18 ) — 40 856 715 (A 4 4- A 18 ) 

— 3 i 38oo8o(A° 4- A 14 ) — 909015270 ( A 8 4- A 12 ) — 1 278 53o 856 A 1 u , 


Cl =1, 

C, =14-2 A 2 , 

C 3 = 1 4- 6 A 2 4- 8 A 4 , 

Cr f = i 4- 12A 2 4- 60 A 4 4- 32 A 6 , 

C 3 =14-20A 2 4- 348 A 4 4-448 A 8 4-128 A 8 , 

C s = x 4- 3oA 2 4- 2372 A 4 4- 4 600 A 6 4- 2 880 A 8 4- 5 12 A 10 , 

C 7 = 1 4 - 42 A 2 4- 19 3 o 8 A 4 4- 5 1 8 r 6 A° 4- 45 024 A 8 h- i 6 896 A 10 4- 2 04 8 A> 2 , 
Cs = 1 4- 56 A 2 4- 1 69 320 A 4 4- 628 064 A 6 4- 757 264 A 8 4- 370 94 4 A 1 0 
4- 93 1 84 A 12 4-8192 A 14 , 




ei 

D t = A 2 , 

D., = 2 A 2 4- AS 
D a = 8 A 2 4- 6 A* -H /.«, 

D 4 = 3a A -2 4- Go A 1 h- i '2 A 6 -t- A 8 , 

D 3 = 128 A 2 4- 4 i 8 A’ 1 - -+- 348 A° 4- 20 A 8 4- A 10 , 

D,; = 512 A 2 4- 2 880 A 1 4- 4 Goo A° 4- 2 372 A 8 4- 3o A 10 4- A 12 , 

D 7 = 2048 A 2 4- 1689(1 A* 4- 45024 A 8 4- 01 8iGA 8 4- 19808 A>» h- 42 A 12 4- A l S 
D a = 8 192 A 2 4- 93 1 84 A ' 4-370 944 A° H- 787 264 A 8 4 - 628 0G4 A‘° 

4- 1G9320A 12 4- :16A 1 v 4- A 16 . 

D g = 32 7G8 A 2 4- 49' 520 A v -4 2 72.5 888 A 11 4-9100 288 A 8 

4- 12998928A 10 4- 7594592A I2 4- 1 5i5 3G8 A H 4- 72 A 10 4- A 18 , 
D 10 = 131 072 A 2 4-2506752 A* 4- 18450482 A°4- 1002429(4 A 8 

4- 219861 824 A 10 4 - 21 1064 400 A 1 2 4- 89 3 |S 080 A 1 
4- 13 023480 A* 8 4- 90 A 18 4- A 2u , 


Mais lcs equations mix differences parlicllcs lie serveut pas seu- 
lemenl a facililer le calcul dont nous venous do rapporler lcs rcsul- 
lals d’apres M. Wcicrstrass, elles donncnl encore, par excmple, 
une demonstration facile des equations suivantes, qui se rail- 
portent a la transformation du premier ordi-e, savoir : 

A1 (A*, j)j = AI(^,A), 

AI (kx, = A A l(.r, A),, 

A1 (a. 2 ?,^ = AI (,r, A);,, 

A 1 ^Aa;', = A1 (x, A 2 ) 2 , 

A 1(13;, A') = e 2 Al(a', A) 2 , 

Al(f.r, A')i= ie' 1 Al(.r, A) t , 

Al(ia?, A') 2 = e 2 AI (37, A), 

A 1 (137, A') 3 = e 2 A 1 ( 3 ?, A) 3 . 




Alf.r) t Al(.r)., AI(a?) 3 ,,,,,, 

Lients ^j - - - - > ’ ~a T(x) se l,rouvent P osse der doable pe- 

riodicite en vertu des relations suivantes, consequence immediate 
des equations (B), en se rappelant qu’on a 

K = 77 ei KJ' — K'J = — j 
lv 2 

savoir : 

A 1(27 -t- 2 K) 

1 A 1 ( 27 —2 K ) [ 
j Al(.r -b 2 lv) 2 
[ Al(z--b 2 K) 3 
el 

A1 (27 iiK') =—AI (27) e~- 

Al(2" -b 2 iK')i = — A1 (27)[ e—2/J'i.< +iK , ) i 
A 1(2" -h ii K')o = -b Al(27) 2 
A 1 (27 -b 2 i K' ) 3 = -h A 1 ( X ) 3 e~ - ‘ r 1 •*' + ' K ’ 1 . 


= -+- A 1(27) 

= — A1 (a?) x e -2J(.»' + K) ) 
= — Al(^) 2 e- 2j i'*' + Kl , 

= -b A1 (27) 3 e —2.((.r-t-K) ) 


Developpements des fonctions elliptiques en series simples 
de sinus et de cosinus. 

Voici un nouveau mode d’expression analytique qui se distingue 
essentiellement de celui que nous venons d’etudier, en ce que la 
variable est assujettie a rester entre certaines limites determinees, 
de sorte que, ces limites changeant, la fonne clu developpement 
doit changer egalement. Toutefois, comme il suffit, pour embras- 
ser toutes les valeurs rdelles ou imaginaires de l’argumenl, d’un 
nombre limite de developpements et que, dans chacpie intervallc 
d’ailleurs, le developpement convenable subsiste quelles que soient 
les periodes oule module, on pent prdsumer que l’dtudc dc ce mode 
d’expression ouvrira Egalement la voie pour parvenir aux pro- 
pridtes fondamentales des nouvelles transcendantes. C’est, en 
effet, ce qui a lieu, et l’on verra meme ainsi s’olfrir naturellement 
la reduction aux fonctions ellipliqueS de toute fonclion double- 
ment periodique uniforme, c’est-a-dire la proposition de M. Liou- 
ville enoncde page 129 et qu’on ddmontrera ci-apres. Mais, a un 

aillrp. noint dc VllP Pt nar Ip cpii! fail- ripe irl pn I i l < 4 c pnlvn Ipc cpvipc 




jl lnierei s augmente meme par xe lien si linprevu qui les rauacne 
aux transcendantes de 1 ’Analyse. Nous nous bornons ici a ceiie 
indication, ne pouvant entrer dans cetleparlie fort dtendue de la 
thdorie des fonctions elliptiques et qui est liee dtroitement aux 
belles recherches que la Science doit a M. Liouville sur les fonc¬ 
tions numeriques. 

I. — Premiere methode. 


C’est celle qu’indique naturcllement liquation (') 


0 ■ j = A(i — 2 q cos2a? -H < 7 2 ) (i — iq 

3 cos2a? -4- <7 3 ) 

X (i — 2 q* cosaa? -+- q [6 ) _ 


En partant en efTet du dcveloppemenl connu 

— i log (i — 2 q cos 2a? q' 1 ) — q cos2a? -|- <7 2 

cos \ x 

2 

„ cosGa? 

+ + 

, cos 8 x 

on aura 


, 4 /*Krr\ 

- Iog0 ( J — const. — cos2a? ( q -1- q-' 

+ < 7 5 

cos4 a? . „ 

- + 


cosGa? . , 

-__ (73 + 7# 

-H 7 13 -+- . . . ) 

cos 8 a-.' . , 

-- {q> + qv. 

2 “ 1 " ( 7 20 -!-•••)) 


ou bien 


log 0 


2 K x 

TC 


q 

const. — ~ 


cosu.r 

\~ c J l 


q 3 cosGa? 

3(t- q*) 


q *_ cos4£ 
a(i — <7 4 ) 

q h cos 8 a? 


On en conclul les ddveloppements des fonctions de deuxi^me et 



de troisieme espece, d’apres les relations 


n (x, a) — x 


Q'(«) 

©(a) 


1 I ,r 0^'^ - a ) 

a °® 0(a? -+- a)* 


Z(a?) = £a? 


6 '(<r) 

0(*)’ 


c’est-a-dire les formules suivantes : 


n / aKa? aK « \ _ aKa? 

\ TC " / TC 


aKfl\ 


cos 2 (a? + a.) < 7 2 cos4 (a? 4-a) 

i —y 4 2(‘ — q k ) 

y cos 2 (a?— a) q-cos4(x — a) 
i — q l 2(7 — q‘>) 

■aka? ' 


0 


). K a j 
/2K«\ 


[ q sin a, a sin •>. a? <^ 2 sin 4 <x sin 4<r q 3 sin 6 a sin 6 x 

l — q* ' 2(1 -q‘>) ‘ 3 (1— q a ) K># 


K ^ /iKx\ _^K- / q sinaa/ ^ 2 sin4a? g 3 sinGa7 \ 

2 -n \ tz / tc 2 \ i — q' 1 i — q^ i — q a " ’/ 


En diflerenliant par rapport a a? la derniere, on obtient encore 

/c 2 K 2 sin 2 am — ^K 2 /q cosix iq^cos^x 3<7 3 cosfia? ( \ 

27t 2 tz 2 -t: 2 \ i — q 2 " + " i— q'* i — q (> " T " * *'/ 

Mais e’est a sinama?, cosama?, Aama? qu’il s’agit dc parvenir, et 
le m6me proc^d^ s’appliquerait, s’il etait possible de les considcrcr 
comme les d^rivdes logarithmiqu.es de fonctions decomposables en 
facteurs ainsi que @(a?). Or, on a, en elFet, 

, . a?log(A amx — k cos ama?) 

k sin am x — ->-- , 

ax 

„ dlog( A am x -+- ik sin am x) 


, i K x 2 K x 

A am- k cos am- 


(i — 2 yjq cos.r -+- q){\ — ■). \fcr cosa; -+- q 3 ) (i — 2 \/ q 3 cos a; -+- q s )... 
(\-h 2 \Jq cosx H-<7)(iH-2/g 3 cosa; q z ) (i -t- 2 \J q* cos a; q 3 )... 


(i—a y/ —<7 sin a? — q)( i — 2/—<7 3 sin a? — <7 3 )(i — ->■[/ — q s sin.r — 7 3 )* • • 

([ + 2/— q sin x — q)(i H-2 y/— q 3 sin a? — (/ 3 )(m-2/— q s sin a;’— q 5 )... 

2Ka; . . 2Ka? 
cos am-1- 1 sin am- 

TC TC 

__ e- ix {\ — q e-' Lix )( 1 — q 3 e iix ) (1 — q s e~ 2ix ). .. _ 

— (r — ge tl ' x )(i — q 3 e~ iix ) (i — q*e iix )... J 


cle sorle qu’un calcul loul semblablc a. cclui qui a eld fail prdcd- 
dcmmcnl conduit aux formules snivanles : 


kK . -iKx \Jqs\nx i/V/ 3 sinJa; \/q b s\nSx 

-sm am - = —- 1 - i-L ---h - 1 -:— 

2 tc tc r — q 1 — q i 1 — q b 


\/q cos a? y/g 3 cos 3 a; \fq r> cos 5 a; 

1 + q, 1 + q 3 H-<7 5 


JK 

2TC 


A am 


2 K ,r 


1 q cos 2 a? 

4 n-? 2 


<7 2 cos \ x 


<7'< cos 6 a? 
1 7 6 


Quant aux expressions des quanlilds 

A am.a; — k cos am x, 
A am x -+- ik sin am.r, 
cos am* -l- i sin am a;, 


dont nous venous cle nous servir, nous nous bornerons a elablir 
1 ’unc cl’elles, la indue-mdlliode s’appliquant aux autrcs, et c’cst la 
dernidrc que nous clvoisirons, les prdcddenles sc Irouvant dans les 
Fundamentci, car cllc.s se tirent dc l’dqualion ( 5 ), page 86, en y 
changcant pour la premiere x en — — x et pour la sccondc q en — q. 

A cet effet, soit pour un instant, coinmc page 1 4 0 ? 



j - i —o--—•““ v ' i “ 

cos ama: + { sin am a? 

prendra cetle forme 

e 2K <p(— ar- 4 - * K')y(a? 3tK') y(— x -t- 5iK'). . . 

®(» -+- f'K') o(— a?-H 3 t’K') <p(a? ■+• 5 i‘K')... ’ 

d’ou l’on voit qu’on la ramenera deja a avoir 0(a?) pour denomi- 
nateur en multipliant les deux termes par 

x j'K') cp(a? 3 i K') cp (— x ■+■ 5 jK').. ., 

A d^signant uue constante. Faisons done 

<I> (a-) = A e 2 K epa (_ a? -h i K') «p* (a? -+- 3 i K') cp 2 (— a- + 5 i K')..., 
on aura ^vidennnent 

4>(a; + 2K) = — <!>(#), 

et, en second lieu, 

= *(*)«,• = ■!.(*) 

Or on salisfait de la maniere la plus gdnerale par des fonclions en- 
lieres aux deux conditions 

( <t> (a? 4 -2K) =-— 

( 4iK') = 4»(®)e _ “K" , ' r + I/K ' , > 

en prenant 

*(a7) = CH(a7)-t-C 1 H 1 (.r), 
de sorte qu’on peut poser 

iTZ.V 

e 2K cp(— a:H-?K')cp(a:-+3tK')cp(— a; h- 5tK').. . 

?0 + iK') <p(— x -+- 3 iK') <p(a? + 5iK')... 

_ CH(a7) + G 1 H,(ar) 

-0(1F)- == ^ cos arna: ’ ■+" 1 B sin am cc, 

en designant par A et B des constantes, qu’on determinera par 
une hypothese particulfe. Soit par exemple x — o et x — K, on 
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2 [g 

A cetle occasion, je remarquerai qne la maniere la plus gene- 
rale de satisfaire par des fonclions entieres aux conditions 

( = 4 >(a?), 

( <I>(a? - 4 - 4 i K'; = <!>(#) e K ( ’* +UKl ) 

qui coniprennent les prdcedentes, est de prendre avec quatre con¬ 
stants arbitraires 

<I>(;r) = A0(;r)-+- BII(a?) + 00,(3?) DII, (x). 

Celle expression qu’on voit a priori elre solulion, par les rela- 
lions de la page i 5 i, est elTectivement la plus generate; car, en 
supposant 

^(a?) = 2a, n e 2K , 

ou plulot 

;;/ 3 minx 

= 2a, n q 4 e SK , 

la seconde de ces condilions conduira a poser 


— a in i 

cc qui ne laissc bien subsislcr quo qualre eonslanlcs arbilraircs 
dans l’exprcssion de ( P(.2?). 


It. — Des series prccedentes ordonnees suivanl les puissances de q. 

Ces dcveloppeinenls sc sonl ollerls d’eux-meSmcs dans ce qui 
precede; ainsi, avant d’eflecluer la soimnalion des progressions 
g^omdiriques, a-l-on oblcnu par exemple : 

kK . aK.t? /- , 

— si u am —— = $\n x y q ( \ q ■+■ -+-...) 

H- sin 3 x \f(p (i cp -i- 

- 1 - sin5a? \Jq* (i -I- q & -H °h— .. ,) 



ou bicn, sous la forme d’uiie soinine double, 

Hv . o.Kx . . 

— sin am- = > sinia 

•>. ir t. Jiid K 

Faisons done 

( >. JJL H- I") ( ■). »l + l)= M. 

M representera tous les nombres impairs, et le coefficient d’un 
lenne quelconque \jcf', dans la serie, sera la somme de toutes les 
quantites sin(2p-f-1)#, oii2p-f- 1 est un diviseur de M. Et, comme 
tout diviseur d’un nombre impair est lui-meme impair, on poumi 
ecrire plus simplement, en designant par p. un diviseur dc M, 

^ sin am ~~~ cj^ ^ sin [jlx. 

D’unc manirre toute semblable on obtiendra 

v-1 iill. 1 

= 2 d (— 0 4 0 2 cos| xx. 


A 1 ’egard de A am#, si l’on designe par N=2 V M un nombre enlier 
quelconque, 2 V etant la puissance la plus elevee du factcur 2 qu’il 
contienne, de sorte que M soil impair, on aura 


h^(— 1 ) 2 ^21, (— 1 ) 2 cosav+ipa:, 


oil [x represente comme precedemment Lout diviseur du nombre 
impair M. II est impossible de ne pas etre frappe du caractcre 
aritlmietique de ccs expressions 

^ sin [xx, 

I, 

(—1) 2 COSJJl#, 

> (—i) 2 cos-2 v+1 [x#; 


elles olfrent un exemple des fonctions nanieriqaes qui out etc le 
sujel des belles recherches de M. Liouville, et la maniere simple 


III. — Verification des equations differentielles fondamentales. 


Desigmo ns pur m ct tit! Lous lcs no mb res impairs positifs et ne¬ 
gates, par la lcllrc n Lous les no mb res enlicrs pairs et impairs; en 
posanL . _ 


s/cjm' e m’i 



Cela pose, aux equations 

d sin am.r 
dx 

d, cos am r 
dx 

d A am x 

~~ 7 n- 

correspondent ccllcs-ei 
rfU 


= cos am.r A a m.r, 

= — sin amr A am.r, 

= — /> -2 sin nm.r cos am.r, 


dx 


--j.i.\ r W, 


dV ...... dW 

j- = 2(Wl], -j- = atUV 1 


epic nous nous proposons do verifier. 
Considerons pour cela lcs produits 


VX <7 2 g(./i'-l-2/iJ/,r 

VW = V H ___, 

Zu (i -+• q' n ')(i. -+- q in ) 

glMH-S il )lx 


wu 


- 2 £: 


(, — gr"*)(i •+- S'*") 



9 - = 9 - ( 1 

(I -+- (l -+- q in ) I — gM'+in _|_ £/«' 

m -i- 2 n m + in 

9 2 = 9 2 /_J_ 

(l — q 1 " 1 ) (l-I-<7 2 ") 

m + in' in -+- in' 

9 ~^ = 9 ~ ( 1 . 

(,-Sr"»)(H-gr" 1 ') n-grw+w' \l — 9 m 


En posant 

in -+-1 n — M, 
m' h- in — M', 
m -+- in' =2N, 


gin 

' + 9 




9 in \ 

1 -+ 9 *")’ 


de sorte que M et M' soient des nombres impairs, el N un entier 
quelconque, on pourra dcrire : 


vw =2 

wu=2 


s/qW «?»'«■ 
l — q il ' 



2 q u e 

l Hr- q^ 



9 u ~ m \ 

9 ™~ m 
I -+- q^-"‘ 


n , , . , rtu rtv 

Les expressions etanl comparees respeclivement a -j^> 

dW 

on reconnait qu’il suffit pour ddmonlrer les relalions dilTe- 
renlielles d’etablir qu’on a, en supprimant les accents : 


—2 (ni?. 

2 (e?s 

”= 2 fe 


q^~ m ) * 


9 \ 

t -+- q J1 —"7 ’ 


y” t - ,w \ 

I + qiH- m ) • 


Le proc^de a suivre pour cela dtant le meme dans les Irois equa- 


qu’en supposant M posilif, nous dcrirons 


l -h q m 


d’apres les idenlites 


les secondcs, en metlant —m a la place de m, a celle-ci : 


2(r^ 


I qHl+m 

+- q-" L i •+■ q 


de sorte qu’il reste la quantile suivanle : 

2 q m - M ^ 1 

i q ’"— M I -+- <7 m+ "' 

Mais, & parlir de /)j=2M+i, Lous les termes de la premiere 
soimne sont donnds par la seconde cn signes contraires et dispa- 
raissent. iVinsi il ne subsiste plus qu’une sdrie finie 


que nous ddcomposerons comme il suit, en isolant le lerme 
moyen, savoir : 


Or, en remplaganl apr — la premiere s 


savoir : 

q' 1 ] g k [ ] q' l ' l ~ 1 

\-\-q- I -t- q* 

donneronL autant de fois l’unite qu’il y a de termes, c’est-a-dire 
^joignant a cela la fraction ^ qui correspond au lerme du 
milieu, il vient en definitive 

I M ~ [ _ M 
1 . 2 2 

ce qui est bien le resultat auquel il fallait parvenir. Enfin, si 1’on 
suppose M negatif, on observera que l’expression qne nous avons 
consideree change de signe avec M, de sorte que 

y( . 1 y M ~ w y ( _:_ y~ M ~ w V 

Jmd\ 1-4- q m i qto-mj i-t- q ni I -+- q-X-»‘J 

En efifet, si Ton met dans le premier membre m H- TM au lieu de /??, 
on obtiendra identiquement le terme general de la serie du second 
membre. 

Apres avoir ainsi montre par mi exemple important de quelle 
maniere les nouveaux developpements peuvent, coinmc eeux qui 
ont servi de base a la theorie, conduire aux proprictAs fondamcn- 
lales des fonctions ellipliques, nous allons presenter a un point 
de vue plus general la eomparaison entre les deux modes depres¬ 
sions, en donnantsous forme de sdrie pA'iodique simple unc fono¬ 
tion uniforme quelconque a double periode. 


IV. — Developpement en serie de sinus et de cosinus 
d’une fonotion doubleinent periodique. 

Nommons F(.s) lafonction propos^e, a et b ses p^riodes; voici 
en premier lieu comment nous definirons les limites de la variable, 
entre lesquelles sera successivement represent^ cette fonction, 
par un developpement en serie de sinus et de cosinus qui me Lira 
en Evidence, par exemple, la periode a. Observons, a cet eflcl, 



nairc, et que, s’il s’agil d'obtenir Louies les valeurs quo peul 
prendre F(s), il suffira, eu egard a la double periodic! l<i, d’altri- 
buer a L et u Louies les valeurs reelles comprises enlre zero el 
Tunile. Nous appliqucrons celle remarque aux racines dc l’cqua- 

lion = o dont dependent les limitations que nous avons en 

vue, eten suivant l’ordre croissant dcpuis zero a I’uni Id des valeurs 
de «, nous les designcrons par Ci, C27 • • -i Cm de sorle que Ct cor- 
responde a it — ui . Cela pose, soilUj unc quantile comprise enlre m 
el Ui +{ (•), l es limiles exclues, l’cxprcssion 

F(< 21 1 -+- b uj) 

11c pourra devenir infinie pour aucunc valeur reclle dc t , el donnera 
lieu par suite au ddveloppement 

F( at-\- b Mi ) =2 A$ e 2 "'” 14 , 

convergent quelle que soit eelte variable. Par consequent, si les 
quanlilds C* soul, en nombre bgal a pt, l’cnsemble dcs p. series sui- 
vantes : 

e 2 " 1 ^ 4 , 

2V„V <3 2 '" /Tt/ , 

representera F(s) pour 

z — at - t- bit, 

t dtanl qucleonque, it. moindre que Punile, mais loul.efois cu 
excluant les quanlilds 

at -i- buy , 
at -+- 6it a , 

at -h hii\ j,. 


( l ) La quanlil6 u, pourra Otre suppos6c comprise non seulcmenl enlre u, et 
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Et si i’on rcproduit periodiquement les memos series, cn faisant 
croitrc u clepuis 1’unite jusqu’a l’infini, el decroitre depuis zero 
jusqu’a I’infini negatif, on aura embrassd toute l’elendue des 
valeurs imaginaires de l’argument el obtenu, sauf les restrictions 
indiqudes, unc representation complete de la fonction. Cela bien 
compris, nous allons donner la determination des quantity A m . 

Pour cela nous emploierons la proposition fondamentale du 
calcul des residus, exprimde par l’dquation 

J'i(z) elz = 2£irA, 

ou le premier membre reprdsente l’integrale d’une fonction uni- 
forme f(s), prise le long d’un contour fermd quelconque, ct A la 
somme des residus de f(z) pour toutes les valeurs de la variable, 
qui correspondent a des points renfennes dans ce contour. Cette 
proposition de M. Cauchy, appliqude au cas ou le contour est un 
paralldlogrannne ayant pour affixes de ses sommets les quantites 

Pi 

p a, 
p -t- a b, 

P -+- C 

ct pour equations de ses cdtds ces relations ou la variable croil de 
zero a J’unitd, savoir : 

z =p a 
z = p —(— Cl l>t , 

Z — p b ■+■ a {[ — t), 
z — p -t- b(\ — /), 

donnera 

"/ l(p -hat)dt-hb j f(/j -t- a bt) dt 

— a J' f\p -+■ b -h a(i — t)\dt — bJ” f[/? -t- b(\ — /)] dl = 217: A, 


ou plus simplement 
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D’ailleurs, et d’apres la signification prdcedcmment indiqude, 
A represenlera la somme des rdsidus de f (z) pour Louies les ra- 
cines £ de l’equation — 0, dont les valeurs pen vent elrc 
represenlees par la formule 

£ = p -t- at -+- b u, 

en supposanl t et u compris entre zdro cl l’unild. Ccla posd, 
1’ equation 

F (at-h b o,) , 

donnant 

A'/f = j' F (at h- ^U[) dt. 


nous appliquerons la relation (1) en faisanl 


p — b U j, 


f(*) = FU)e 


— 1 mi % - - 1 


Comine on a dvidemmenl 

f (z + a) = f(-s), 

f(s + b) = 

cn posant, ainsi cjuc plus haul, 

/Ti¬ 
ll = e ", 


le premier membre de l’dqualion (1) se reduira a 
a A 1 ,, 1 , 1 (1 — >p 2 ) • 


Quant au second, c’csl-a-dire A la somme des rdsidus dc la 
function 


F (z)e 


pour z — nous supposerons pour simplifier que ees 



Un en coneiut le acveioppcment c Here lie ae la ioncuonr (^Jpour 
z = at -f- bv { sous ccttc forme 





e " 

i — ip 2 "* 




f 7 T 


'1 


oil nous ajoutons une conslante arbilraire, cn supprimant dans 
chaque somme le tcrme qui correspond a m — o. Pour cc cas 
effectivcment l’equation 

a A ( „V(f —ip 2 " 1 ) = link 

ne peat, eomme on le volt, determiner A ( 0 °, et donne scalcmcnl 
A = o, c’est-a-dire 

Ri + H 2 +...+ R| i =o. 


Mais, avant d’ailer plus loin, faisons de suite une application dc 
la formuie generate que nous venons cl’obtcnir en supposanl 
F(z) = sin am z. Soit alors 

a = 4 K, 

b = a i K', 


on aura 


ct, par suite, 
sin am z = 


5 . = «K', 

= jK' + aK, 

Ri + lims sin am(iK'H-s) = j , 

_ K' 

l) — e 2K =r ^< 7 , 


2 k K 

i ic 

2 A k 



2 e " ,SK 7 Z Lg-m ~ *) ,,< 1 const. 


const. 


On voit qu’on peut ne conserverque lcs valours impa ires do /??, 
de sorte qu’cn supposant nulle la constante, on trouvera immedia- 
tement 


2K z 

— = 2 e 




c’est-a-dirc pour le second membrc 


la sdrie designee par U, 



raison dcs deux developpemenls qui correspondent a z — al-\-b u, 
el z — at bv 2 . Les residus, dans le premier cas, se rapportent 
aux valeurs Ci 3 C 2 , . . or en passant a I’intervalle suivant, 

defini par la relation z = at b u 2 , on sera conduit a la sdrie Cs ? 
C ;t , •Cp. ? Ci + b , et co.mme les rdsidus de F(,z) relatifs a Ci, 
Ci 4 - b scront les memes, les deux developpements seront, avec 
l’cxpression des termes constants, 


FW=jf F(«/H-i Ul )*+^R,2 £ T d 1 p3- 

2 OT—( 3-^1 

y. I 7T r, V* e 

H-R 2 >, -r— H-. • 

a Au i—ip 2 " 1 

F(3)= J F (at -i- b u a ) clt ■+• dlZ: R t ^ e t 

yj7T ,, v'i e" " * 


Ce sont done les termes constants cpie nous avons a comparer. 
Nous nous servirons pour ccla de l’equation deja employee, en y 
remplacanl la periodc b par line quantite arbitrairc (3, savoir : 

aS 0 at ^ ^ ^^ d-a-H PO 

— a 1^ F(p -+- p -t- at) dt — p J F (p -+• f!>t) dt — su it A. 


Si nous supposons p = £u, et /> + [3 == &u a , A se reduira au scul 
rdsiclu dc F(s) qui correspond & z = Ci, et l’on aura immddiatc- 
ment, en divisant par a , la relation 


X 


F(at -h bo { ) dt 


-X 1 


Nous pouvons done ramencr les deux ddveloppemenls & nc conlc- 
nir absolument quo les mdmes dldmenls analytiques, de sorte que, 
le premier dtanl 


21 ^( 3 -!;,) . «»/»'-*( *-?,) 

C-+-— Rl y -— - H — R,y e ——r— - 

a jLk i — a ~ i,u a J—i i —ip J/w 




De la se lire ane consequence importanle el qui justifiera ce quo 
nous avons annonce plus liaut, surle role de la fonction de secondc 
espece. 

Remarquons, en efFet, que les diverses series affeclees des fac- 
teurs R ( , R 2 , ... proviennent de ce seul dcveloppement 


cn y rempla<pnt s par z — s — £ 2 , ..., el z — — b dans 1 c 

second cas. Or, en mettant ^ ^ an lieu de z, cc dcveloppement 

prend la forme 


qui nous rappelle immedialement une expression analyliquc Lien 
connue. Soit, en efTet, 

a = % K, 6 = 2 iK', 

d’oii 


: K" 2d,n T- 


Nous pourrons, par consequent, ecrire, pour z = at -j- Z>u j 


v ' 1 - e(7=-?o ^ «(^0 ’ 

et, pour z~at-\-b -j 2 , 


F^-iK^C + R, 

*1_ei* ——2tiv'} k 




Lj est en cc moment que se mamreste Louie l importance de la pro- 
priete caraeteristique de la fonotion de seconde espece relative- 
ment a la double periodicite. Efiectiveinent, les relations 

( Z(a? -+- >.K ) = Z(a?) -t- 2.1, 

} Z (x -i- 2i'K') = Z(,r) -f- -ii J' 

equivalent a celles-ci : 

e'(x 2 iv ) _ e' (a?) 

0(07-t- 2 K) 6(a)’ 

&'(.r — ■■>. t K') _ 6 '(.r ) be 
0(x — j.i K'j ~ ti(x) _+ " Iv 


d’ou l’on voit que l’on pent ramener a une scale les deux Tommies 
de developpemenl, par I’introduction de la transccndantc, puisque 

la quantite 


&' (z — ^ - 2 iK') 


- « ( , -TT-mT<?) - ¥ se r<sduit 4 , 

De la rdsultc une relation analytique g-endralc subsistant dans 
toute 1 ’etendue des valeurs de I’argumcnt, et dont la forme defi¬ 
nitive, en passant de F(s — fK/) a F(-), s’obliendra comme il 
suit : 

Happelons d’abord que 1 ’on a 

Q(a? -h i Iv') = ill {x) e h k 1 "’ ' * K ', 


d’oii, en prenant les ddrivdcs logarilhmiques des deux membres, 
67 ■■r 1- /!<') _ i r(o?) _ £it 

0(^'H-tlv'j ~ll(a?) uK 

[1 s’ensuit qu’en metlant ^ H- /K/ a la place de 5, on obtiendra 


F(-) = C + R l 


117 z — Zi) 


-t-R s 


117 s-W 
H (-s — £ 2 ) 


-i-... •+■ R|j, 


H7s- 
H i*-^) 


^(Ri + Ui+...+ R^ 


ct plus simplement, puisque la somme des rdsidus est nolle, 
F(s) = C + H, + R . +• 





£«F(C-H£) = A + Be+...+ Qe "~ 2 -+- Re' 1 - 1 -)-. . 


]e seul terme R dcvrail elrc remplace dans la formule par 

1 ’ensemble 

p i r^-0 , (—0«-*B d*-'- \W{z-l)-} 

H(* —0 ^ dz\\l(z — oJ ,H_ 1 . 2 .. .71 — 2 dz I II (- — oJ 

, (—o^a pr( g -o ~| t 
1.?... .n — i dz 1 _H(^ — £)J 


V. — Proposition de M. Lioaville. 


Nous fonderons la demonstration sur la formule precedcnte, cn 
y supposant 


etant une fonction doublement periodique uniforme donl les 
periodes seront, comme plus haut, 2 K et 21K'. Alors les racines £ 
comprendront les solutions des equations 

*(*) =0, 

¥(I) = 0 - 

Nous designerons les premieres par Z, et les secondes par Zf , cn 
admetlant toujours qu’elles soient representdes par la formule 

p -+- 2KJ -+- iiK' u, 

t et u restant compris entre zero et l’unitd. A l’dgard des residus 
^ e V(5 j ’ 011 sa ^ ( l u, ^ s sont egaux a + 1 ou a — 1 suivant qu’ils 
se rapportent aux quantites ou Zj, et, comme leur somme cst 
nulle, on est amend a la consequence remarquablc que ces quan- 
tites Z, et Zf sont precisement cn mdme nombre. 



Lida pose, et en designant ce nombre par n, on aura 


*'(=)_ c . ii'c= —Ci) ir(s-c a ) i 

4 > { z) il (z - ^ H (z - K-i) ^ H (5 ~tj 

_ H> (*-£■) _ H'(^-C 2 ) _ _ II'(f_- £'«> 

H(z-K\) H — C 2 ) II (z-? a ) y 

d’ou l’on lire, en designant par A une eenstanle arbitraire, 


*00 = A 




expression qui doit avoir les quantiles 2K cl 2iK/ pour pddoides. 
Or, en faisant usage des relations 


H(a; + 2K) = — I-I(a?), 

II(a? -t- 2dv') = — II(a?) e k 1 ' 1+ ' h, ) 

et representant la somme des racines X, par E£, la somme des ra.-> 
cines XJ par on trouvera 


*(« + aK) =1>( a )e*K«, 

WK'f V Vi 

<I>0 -h 2 1 K') = <1*0) e K K 


de sorle qu’il faul poser 

iiK-c + L? 2 : 
e 


q% kc = 1 5 

iZE v v, 

K w ^ = , 


etces conditions donnent, en ddsignanl par a ct {3 des nombres 
entiers arbitraires, 

ct, en second lieu, 

On observera coinbien cst dignede remarque cctlc relation dont 
la d< 5 couverle apparlient & M. Liouvilie, entre les racines des (Equa¬ 
tions 




r l ip -+- •>. ivjt) ^ r 1 

J a {p + -liKt) c J 0 


11 f I>' (/) + jKO 


dt = 


(alv + p t'K'j. 


f t> ( /> -H '2 k £ J ‘2 K K' 

Voici maintenant les consequences qui en resultent. Ayant 
11(3 + S£) = HU + SS'+aaK + apiK'), 

on en tire 

H (3 + S£) = ( — l)* + P 11(3 + 
ee cju’on peul ecrirc 


(- O a 


,H(3 






H(s + ZS') 

Remplacant done- le facteur exponentiel 

d>\ 


qui figure dans l’expression de <D (s), par ce rapport de fonctions 11, 
et posant 

(—i;»+Pgr?*A = rt, 


il viendra 


1 >( 3 j = Cl 


ll( 3 -t' 1 )ll( 3 -Co)...H(-+SO* 


Or on reconnait au numerateur ct au denominateur de les 

expressions que nous avons deja employees en demontrant le thdo- 
reme d’Abel sur 1 ’addition dcs arguments. Si le nombre n est im¬ 
pair par exemple, 1’expression 


H(3-g,)H(3-CQ.. .1113 + ^0 
0 "+»( 3 ) 

est celle qui a ete considei'ee page j 84, et qui s’exprime ainsi 

0(3) = F(a?s) + ~ xF l (x i ), 
ciz 

F(«) et F|(a;) designant des polynomes de degr^s • et 

et x pouvant etre pris egal a sinam^, cos am^, 011 A am;. Dans 
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par «,(#), et l’on a alors, cn ddsignant par F(x) el f(#) deux, po- 
lynomes cnliers en x rcspeelivemcnt dcs degrcs ^ et - ^ - > 

t)«-*-» ( 3 ) 

„ . . . 6? sin ;>m z c , . . 

= sm am z F(sin 2 anu) -i--t (sin 2 am z). 


On voit done que ®(s) est donne par le quotient de deux expres¬ 
sions de cctLe nature, et e’est precisdment dans la reduction dc la 
fonclion doublemenl periodique a sin ani5 et a sa deriv^e que con- 
siste la proposition que nous avons cn vue d’elablir. 

La demonstration que nous venons de donner, reposant en en- 
tier sur l’expression generate d’une fonclion doublemenl perio- 
dique F(#), que nous avons precedemmenl obtenue, savoir : 


FO) = C -t- R] 


Il'(tf-Si) „ IV(x-U) 


K 


Jl'f.r — 

^ II (»•--- 


'ijjj 


nous indiquerons encore un mojen d’y parvenir immedialcmcnt,. 
cn partant de liquation 

a J' f (p -+- at) dl -f- b jT i(p a -4- bt ) dl 

— a j' f (p -+- b ■+■ at) dt — b j" Up -I- bl ) dl = •>. i~\. 


Soienl, oomme plus bant, 

a = 2 K, b — 2 i K/ , 


ct prenons 


f(*; = F( 3 ) 


117.r — 

H 13" — 


Far la definition scule de la fonclion II (s), on a 


F(p + ‘iKt)dt = — A. 


Or les divers residus qui enlrent dans A se rapporlent d’une pari 
a s = £>, ..., et de l’autre a s = x; les premiers, s’ils cor¬ 

respondent, comme nous l’avons supposd, a des racines simples, 
donnent pour somme 


H'te-Ci) , p n'(a? — &) H'(*- 

11 He®-?!) II (ar-i;,) ’ >-lI(^-^) 


et le residu relatif a z = x, racinc simple de H(x — z)= o, sera 
evidemment —F(#). L’expression de A qui suit de la clonne im- 
mediatement la relation 


F( 


a? )=y* f (p 


• 4 - •?. Kif) dt -t- Rj 


H (a?-Si) 


1 H (a?-?,) ' 


.+ R tt 


H'O — ^,) 

II 


J’ajouterai encore une remarque sur cette formulc que j’ecri- 
rai, pour abreger, comme il suit : 


F (x) = G 


R 


U'(x-t) 
II (x — t) 


En employant le theor&me relatif a l’addition des arguments dans 
la fonctionde seconde espece ( f ), on Lrouvera aisement la relation 


II'p-P _ If (a?) 
II p — £) ~ 11 (#) 


■jj—j — cotang am a; A am# 
sin am x 

sin am £ sin am (x — l) ’ 


(') C’est la quantite ~|^j qui entre daus Z(x), mais on peul 1 ui subsliLucr 
ttt— \ j a l’aidc de la relation sin am x = -4- ^ \ qui donne, en prcnaiiL les 

H (f) . v '/7 ®P) 1 

d£riv£es logarithmiques des deux membres, 


u uli icauuu cii auusuiuaui uuua i c\[Jit:siMUU uu ui tiyaui 

dgard a la condilion 

SR = o, 

cettc nouvelle formule 

r?/^ — r V i> n '(S) , V Rsinama; 

i {x) — u H (^•+-^ sinam?sinam(a? _^» 

ou bicn 

•r,. N v R sin am x 

F(a;) = const.-h > ---— • 

Jmi sin am £ sin am (a? — £) 

C’est done encore la redaction de Ja fonclion a doable pdriodc a 
sin am# et a sa ddrivde; mais la mdthode plus rapiclc qui nous y 
conduit nc donne pas, comrae la prdeddente, la relation impor- 
tanle, et que nous avons du tenir a ne pas omettre, savoir : 


= 2(oKh-{1iK'). 


Cette nouvelle formule resuke d’ailleurs immddiatcment dc la 
scale condition 


£ R = o, 


commc nous allons encore le fairc voir. 
Considcrcz en clTct la fonetion 




P(*) 

sin amx; sin ani(.r — s) 


clout les pdriodcs scront 2 K. et 2 jK/. La sonnne 
comprcndra d’unc part ccux qui sc rapportent aux 
quation 


F(37) 


0 , 


dc scs resides 
racincs dc l’d- 


e’est-a-dire 


2 


_R_ 

sin am^ sin am (a? — 


et puis les rdsidus rclatifs aux deux dquations 
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racines quc z = o, z~x, auxquelles correspondront les residns 


F (o) __ F(a?) . 

sin am a? sin am x' 


on a, par consequent, 


d’ou 


2 


_R_ 

si n am t sin am (x — £) 


F(o) F(ar) 
sin auir sin ama? 


F(^)=F(o)+2 


R sin am.r 

sin am £ sin am(* — 


D’une maniere loute scrollable on trouvera relativemcnt a unc 
fonction §{x), satisfaisant aux conditions 

+aK) = — §{oc), 

$(x+•>.!. K')= of(a7), 

1’cxpression tres simple 



oil figurent seulement lcs racines £ qui sont renfcrmecs dans l’in- 
Lcrvalle 2K. et 21K/, ct exprimees par la formule 

? = /H-2lv/+ -tiH'ii, 

l ct u dtant moindres que l’unitd. 

Nous nous arreterons a ce point dans cette Note, pensant ainsi 
avoir a peu pres completement esquisse l’ensemblc des notions 
elementaires de la theorie des fonctions elliptiques qui precede 
F^tude de la transformation. 



SUK LA. TnAlNor UKiVIATlUIN 


r»u 

TROISliiME ORDRE DES FONCTIONS ELLIL’TIQUES. 


Journal cle Crelle, t. GO, i8(ri, p. 3o/j. 


a ... Soil une forme biquadralique et son covarianl du qua- 
trieme degrd, 4 savoir : 


f — ax'* - t- 4 bx 3 y -4- 6cx 2 y 2 -+- \ b'xy 3 -l- d'y 1 *, 
g = (ac — b-) x 1 * - 4 -: i(ab ' — bc)x 3 y -+- (aa'■+■ '>.bb '— 3 c i )x-y* 

-i- ■>,(«'b — b' c)xy 3 -\~ (a'c — b'^y'*. 

En posant, suivanl 1 ’usage, 

l = aa' — bb' -+• 3 c 2 , 

J = aca' - 1 - '>. bob' — ah'- — a! b 2 — c 1 , 

je considcre ces deux covarianls, qui sont encore du qualrionic 
degrd, 

Iff-if ci \ff+MJ\ 

cl qui conduiscnl a la relation rcmarquablc que voici : 

» Nommons F el G ce que deviennent f et g quand ony rem- 

i . i Of i df 

place x el y par — j — el —■> on aura. 

IG — JF = £- 2 (lg- -t- 3 J/j. 

r> lien rdsullc, d’apres Ic principo algebrique de Jacobi pour la 



a4o 
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transformation des fonctions clliptiqucs, qu’en supposanl y 
et x seule variable, et faisant, pour abreger, 

t{x)=\g — J /, 

A'(a?) = + 3J/, 

on aura 

dz _ ^ dx 

z etant lie a x par cctlc relation du Lroisiemc degre 

_ bx 3 -+- 3 cx- -+- 3 b'x a’ 

~ ax 3 -h 3 bx- -t- 3 cx -+- b' ’ 

ct M ddsignant unc constante. 

» C’est done la transformation du troisieme ordre qui s’o 
commc consequence de la theorie algdbriquc des formes biquac 
liques. 


Paris, mai 1861. 



SUR 


LES THEOREMES DE M. KRONECKER 

RELATIFS AUX FORMES QUADRATIQUES. 


Cornptes rendus de l’Academic des Sciences, t. LV, 18G2 (II), p. ii -85 
et Journal de Liouville, l. IX (■>.“ seric), i8G.i, p. 1 45 . 


La theorie des fonclions clliptiques presente deux points prin- 
cipanx oil elle vient se lier a l’Arithmotique eL s])ecialement a la 
theorie des formes quadratiques & deux inddterminees de determi¬ 
nant ndgatif. L’un s’offre lorsqu’on ddveloppe en series simples de 
sinus et de cosinus des quotients de fonctions 0, ct ne suppose 
qne les considerations les plus dlemcntaircs de la theorie; 1’autre 
tient a l’dlude beaucoup plus profondc et difficile de ccs equations 
algebriques coefficients entiers dont dependent les modules qui 
donnent lieu ii la multiplication complcxe. Si diflerents et eioignes 
que soienL ces deux points de vuc, ils presentent neanmoins un 
ensemble de resultats communs : nous voulons parler des deter¬ 
minations nouvelles du nombre des classes de mtSme determinant, 
decouvertes par M. Kronecker, et qui, a bicn juste titre, ont at¬ 
tire Fattention des geometres. Dans une Lcttrc communiquee par 
M. Liouville 4 FAcademic l’annee dernicre, j’ai rapidement indi- 
que de quelle manicre ces rdsultats pouvaient s’dlablir par la con¬ 
sideration dldmentaire du devcloppement cn sdric de sinus et de 
cosinus. C’est sur cette mdthode que je me propose de revenir 



elements arithmeLiques qa elle met en jea et qui lui semment 
propres. Elle repose essentiellement sur l’emploi des expressions 
en series de deux syslemes differents de fonctions qu’il est nices- 
saire de donner avant d’en exposer le principe. 


I. 


Le premier de ces systemes est, a quclques exceptions pres, 
I’ensemble des fonctions doublement periodiques considerees par 
Jacobi dans le § 39 des Funiamenta. En dcrivant, pour abreger, 


an lieu de 



el. 

an lieu de 
de sorte qu’on ait 


6, e„ II, II. 



0 , 0 ,, 7 ) 

e(o), e.(o), li.(o), 


o = = i — iq + ’JLg^— -+- zq lG — 2(? 2s -h 

0, = ^/— = 1 -+- q + 2 5 fV 2 (7 10 -+• 2 5 f25 ■+■ 

7) = ^= a \/q 4 - 2 vV 4 - 2 \/q 2& -H a \/<jd° -+-••• 
je les presenterai groupies de la maniere suivante : 

1 


II 4 v/< 7 s bi.'w /\</q 3 s\n3x , 4 \Zq h sin 5.r 

r ‘ 0 ' e = -<?*" 

0 i 4« sin a? 4 <7 3 s i n 3 4 g 15 sin 5.« 


,0,1k 


4v/9 3 cos3iP 4 \/q & cos '*>■' 


3 . 


■os a? 




tients clonL lc denominatcur est 1 'une des fonctions 0 , lc numera- 
teur lc produit de deux autres et qui, par suite, ne representent 
plus de fonctions doubiement pdriodiqucs. En supposant difFerents 
Tun de 1 ’autre les facteurs du nuinerateur eL posant, pourabrcger, 

% n = q 4 H - q ^ -t-. . . -t- <7 4 , 

3B /t = i + iq~i -|- •». q-'* —. . .-f- 2(jr-l'i-D 2 , 

<t n = I — 2 q-' ■+■ 2 ?~ 4 —. . . 2 ( — q ■”, 

on a ce premier groupe de fonctions, savoir : 

. HII ‘ V / • * 

1. 7) —— — 4 sm'inxq ' 1 3 i n , 


2. 

r ‘ ©i 

= 2 4sin2/i#(—i ) fl ~ l q !l * % n , 

3. 

00 t 

71 IT 

i ^ (^L±1L 2 

= 4 (sin a^-t-i) 37 y 4 

4. 

00! 

71 h7 

i x-t + 

= i^+2< 4cos(an - 4 ’ ,)a?( ” i)B * 4 ■ 

S. 


= tang# -+• 2 sino nx(— i)'*- 1 q n2 

G. 

0,^ 

= cot#+ 2 2 sin 2 7i#<7 ,l!! 

7- 


2(n+ll 2 

= jj£ 2 sin( 2 /i-(-i)#gr 4 

8. 

0,2«* 

©1 

(gw+1)» 

= ^ 2 COS(2 7l-h i) #(— l)»g 4 j» n+1 , 

9. 


= tang#—^ 2 sin 2 nxq 11 ^ Ql n , 

10. 

0 TT 

-=cot# + 2 2 sin 2 7i#(—i ) ,l q n ' (£, t , 

11. 

0 It 

= ^ 2Sin(2n-f-i)#(j- 4 


0, Hi 


(2/i + IU 
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Si l’on suppose ensuile que les deux facteurs du numeratcur 
soient egaux, on a un second groupe de douzc fonclions ou figurent 
les expressions suivantes. Posons 

Z = 4 cos •xxq (</ 4 ) 

— 4 COS \xq'* (<7 4 — q 4 ) 

-t- 4 cos (> <7 0 ( <7 4 — <y 4 -l- q ~ T ) 

-1- 4 sin 4 ( q 4 — q 4 ) 

— sin j.r<7 4 (<7~ 4 — </ 4 -4-<7~ 4 ) 

-t-. 

En dcsignant par Z, el U, ce que deviennent Z cl U lorsqu’on 

met - — x au lieu clc x. on aura 
2 


13. 

7]0i 

II” 

0 

= 

A 0 

-oz, 

It. 

r ( 0, 

02 

TT 

= 

All 

H-OU, 

13. 

'0°i 

ii? 

0, 

= 

A0, 

-0Z„ 

1G. 

t,0, 

0? 

Hi 

= 

All, 

+ 0U„ 

IT. 

7,0 

112 

0! 

= 

Be, 

•+■ o, z,, 

18. 

7,0 

0? 

11 

= 

— BII 

+ 0.U, 

19. 

7]0 

II? 

0 

= 

B 0 

0 - 0 , z, 

20. 

7,0 

02 

Hi 

= 

— BII, 

4- 01 U1, 

21 . 

00, 

0? 

IT 

= 

C0 

—i — 7) Z, 





2.(6 
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quanlites A, 

B, C sont des conslantes, savoii 

A = 

Z fo) = 4 2 a nq''\ 

\) = 

— Zi (o) = 4^ (— i) 4 a n q'>'\ 

C = 

Id (o) = I-+- 1)2 


Dans ces formulcs m est pair et n = 3 (mod 4), les coefficients 
c m designant les fonclions numeriques definies par ces egaliles 

an= 2 ( ~ 1 )-T "’ c " 1 =2 ( ~ ,)-i ~~2 ( ~ ,)_T "' 

oil d represente Lous les diviseurs impairs dc n et d.e m infdrieurs 
a leurs conjugates et d 1 les diviseurs impairs dc m plus grands quo 
leurs conjuguds. On a d’ailleurs, en faisanL x = o dans les equa¬ 
tions lo, 16, 20, ces relations dont nous ferons usage plus lard : 

j y ( 3 = AO,— 130, 

| o? = Ar ( -i- CO, 

[ = Btj +C0,. 

Void mainlenanl dc quelle mnnierc les deux sysLomes dc fono- 
tions conduisenL a la consideration dcs formes quadratiques a deux 
indeterminees de determinant negalif. 


Ayant, a cet diet, dislingud qualre cspeccs de devcloppcmcnls 
en serie, suivant qu’ils se composcnt dc termes en 

Sin(2« 1) x, cos(?./H-i) #■, sina/ia?, cosa/w?, 

nous multiplierons entre elles loutes les foncLions du premier el 


pendra cl une certaine maniere tlu noinbre des classes quaclratiques 
de determinant — A. Tel csldonc le procede analytique Ires simple 
qui, en etablissanl un lien entre les formes quadratiques de determi¬ 
nant negatif et les transcendanles ellipliques, conduit a l’cnsemble 
de resultals que nous allons passer en revue. Ces resultals d’ail- 
leurs se classent nalurellcment d’apres les integrates defmics de 
fonctions 0, d’ou ils sont tires. Ainsi, en premier lieu, s’oll'rcnt 
les combi liaisons obtenues cn multipliant respcctivement les equa¬ 
tions 15, 18, l, 2, 11 du premier systeme avec les dqualions 5, 1, 
3, 7, 5 du second, et on l’inldgralion steU'ectue d’eHe-meme, savoir: 


(A) 


(15.5) OJ f'ld dr = - Ob 

J 0 '*■ 

TZ 

(18,1) V / '(.-»!*' = - V, 

J o 

\ (J, 5) 0,r,a f'tdicb: = * 

•o * 

(2, 7) TjO'j C ©! dx = ^ t,0?, 

o 1 

(11.5) 00? 


Cellcs-ci seront dludiecs ensuile, savoir: 

(5, 7) ZE 

fr. 00 , 

(I “2, 1) J 0 e * 

( 1 C, 2 ) f \*\ 


(B) 


r 2 112 IT 

(17,5) J ij’O,—- Av], 

f 2 02 -~ 

0 2 0i -J clx = - CO, 

- u W 

TC 

ni 02 T 

(6, 7) / r^O, --- dx = Cr r 


iuuu, anai, uijue acmuiau.c uu 

produiraient, en cbangeantsuivant les cas le signe de q , les memes 
fonctions. 


III. 


Legendre, comme on sait, a le premier decouvert par induction 
que Je nombre des decompositions d’un entier en trois carrds de- 
pendait d’une maniere simple du nombre des classes quadratiqucs 
ayant pour determinant ce meme entier change de signe, et Gauss 
a demontrc ensuite ce resultat important dans ses Recherches 
cirithmetiques. M. Kronecker a remarqud qu’on y est egalement 
amend par la tbeorie des fonctions elliptiques; mais la method e du 
savant geometre suppose, a son point de depart, et d’une maniere 
essentielle, autant que je puis en juger, la notion arithmdtique de 
classe, qu’il n’est pas necessaire d’employer dans la voie que j’ai 
suivie. Si Ton lie distingue pas les representations propres et im- 
propres, il suffira, en efl'et, de la definition seule du systeme des 
formes reduites pour un determinant donnd; de sorLe que ce Lheo- 
reme, dans I’enchainement nature! des propositions de l’Aritbme- 
tique, pourra dtre placd des le commencement et a c6td des resul- 
tats qu’a obtenus Jacobi sur la decomposition en quatre carres. 
Pour justifier cette observation, je presenLerai en detail ce qui 
concerne la formation du cube de la fonction 


Oj = i -+- 2<7 -t- iq ! * -|- -icf •+■ 2j lfl -h. .., 


afin aussi de pouvoir me borner a regard des autres quantites r, 3 , 
0,vi 2 , ..., contenues dans les formules (A), a donner seulementlcs 
rdsultats. 

Considerons, a cet efl’et, les series 15 et 5 du premier et du se¬ 
cond systeme, dont il faut eflectuer le produit, savoir : 


0H, 

0i 


4 q sin2# 
= cot a? -ti- 


4 q 2 sin4 x 
i -t- q- 


4 </ 3 sin 6x 


i — q 


ct, cn faisant comrae prdcedemment, 

jH„ = l + 2 ? -i+2^4-...+ 3 q—Ui—1)" 1 f 
0| -j l j— = tangle-)-^ (—i) /t_1 agr" 2 13,1 sin 2 nx. 

Cc produit devant elre ensuile inldgrc enlrc les limiles o cl 
nous ferons usage de ces formules, qu’il csL aise d’obtenir, 



Les deux prenii&res sdries qui se prdsenlent dans celie expres¬ 
sion se ddveloppent sans difficult^ suivanl les puissances de q. En 
designanLparm un nombre impair quelconque, par cp(;?z) lc nombrc 
de ses diviseurs, on Irouvera 

2 (_ g y = c p (/?i) 2 (CT — 3 )'7 2,r// s 

2 (— i) tt q nt K = 2 (—0 2 

H -^( cr _3) C p( / n )i 7 s^;« j 

l’exposant or prenant la sdrie dcs valcurs 1 , 2 , 3, elc. 

Pour la troisifcme, en remplaganL d’abord ^ 1 —par lc ddvc- 

loppemenl ^ ) q a, \ elle devient 

2 = 2 1 )" (/H ' 1) ?»’+»+««-<.’; 

cc qui mcl en Evidence dans l’exposant q lc ^dlcrminanl d’unc 



;orte que celte forme sera reduite, si J’on s’arrele a la limilc 
c’est-a-dire, pour plus de precision, — lorsque n 

pair, et ± (- lorsque n sera impair. Ce premier groupc 


sera pair, et ± -— 
de valeurs, si l’on fait 


n l -+- n -+- an — b- = A, 


donnera, et une seule fois, toutes les formes rdduitcs de determi¬ 
nant — A, en exceptant les formes ambigues (A, B, C) on aB = A 
ct C = A, et parmi les formes (A, o, C), le seul cas de A== C, qui 
sc presente quand A est un carre. Dans ccs divers cas, en cflct, on 
serait conduit pour le nombre a a one valeur negative. 

Gonsiddrons ensuite la seconde serie des valeurs de 6, savoiv : 



lorsque n est impair. Soit £ une quantite cgale a I’unitc en valeur 
absolue ct dc meme signe que b \ en faisant la substitution 


dans la forme 

on trouvera 

/iX* — 


x — zX — Y, j = 

nx- -+- 2 bxy + (» -H + « )y 1 '-, 

(n — b £ j XY -+- (2 a — 2 b z -+- 


)Y% 


eL cette tcansformce, que nous ddsignerons par (A, — s H, G), en 
posant 

(0 A =n, B — /i — bz, G = in — -ibz i -t- a, 


remplira les conditions aB < .V, 2 B C, le premier Lcrme etant 
tantot plus grand, Lantot plus petit que le dernier C. On voil done 


lormcs re dimes, si ion cxccplc c.ellcs-ci : ( v, o, L-j, qui ont cie 
precedennnenl oblcnucs pour b = o. En cll'cl, on lire dcs equa¬ 
tions (i) : 

(2) 11 = A, /; = e(A—B), a — C — 2B— t, 

et, en pcnmilanl A ct C, 

( 3 ) n = C, b = z(G — B), o = A- aB-i. 

Vinsi cliaque forme reduilc non ambigue donne eireclivemcnt 
deux syslemcs diHerenls (n, b , «), 011 n et a sonl posilifs et b com¬ 
pels cnlrc les limitcs assignees. Mais, a I’egard des deux formes 
ambigues ( V, e 13, A), les equations ( 2 ) et (d) coincident, et pour 
cellcs-oi : ( 2 B, e! 3, C) les equations (3) conduisanl a une valeur 
negative de «, on n’a de meme el pour ehacune d'elles qu’un soul 
cL unique sysleme de nombres, «, b , a. Si Ton avait d’aillcurs a 
la fois 

2 B = A -- C, 

on ne pourrail employer ni les Equations ( 2 ), ni les equations (d), 
de soric quo cclle forme cst absolumenL exclue, comme plus haul, 
lc cas de A = C dans le groupc des formes ambigues (A, o, C). 
En resume, soient, pour 1111 deLcrminanL donne A : H le nombre 
des formes rdcluiles non ambigues, h le nombre dcs formes ambi¬ 
gues de I’cspece (A, o, G), h' le mdme nombre a l’dgard dcs deux 
suivanlcs : ( 2 13, B, C), (A, 13, A), I’cxprcssion 

3 II h- /* -+- ■>.h' 

sera lc nombre dcs sysLemes (/?, b, a.) qui, sous les conditions re- 
cjuiscs, satisfont a liquation 

» 2 -1- n -+- an -- b- = A. 

Mais, si A eslun carre ou lc triple d’un carre, ec nombre, d’apres 
les exceptions relatives aux formes derivecs de ( 1 , 0 , 1 ) ct ( 2 , 1 , 2 ), 
devra etre diminud d’une ou de deux unites. On pent d’aillcurs 
1’ecrirc de cclte autre manidre : 


3£) — <ih — h\ 


tion un rule essentiel. En posant en premier lieu 
A = n, B — b, G = n + 1 -(- a , 
et, en second lieu, 

A — n, B = n — bz, C = 2 n — ibe -t- 1 -f- a, 
et 

G — n, B = n — be, A.—in — ibz -hi 4-«, 

on Lrouve loujours la memc yaleur 

a()H-i) = i + A-f-B + C + i (mod 2). 

II en r^sulte que pour tout determinant le facteur (— 
sera egal a -f- 1 si Tun au moins des termes extremes A eL C est 
impair, et a — 1 si tous deux sont pairs. En faisant cette distinc¬ 
tion dans les formes reduites, nommons if) 0 le nombre total de ces 
formes, A 0 , h' 0 celui des formes ambigues des deux cspeces dont 
nous avons parle, ou l’un des termes extremes est impair, ct ;£j t , 
hn /t',,les expressions de m£me signification dans le cas ou les 
deux termes extremes sont pairs, on aura evidcmment 

2 (_ ^aU+l) qn'+n+an-b* = ^ [( 3 ^ _ 2 A 0 — AJ) — (3 — 2 A,- h\)} q\ 

= 3 S) { )g^-+-^(ih l -+-h\~ 2Aq— h' 0 )cjk, 

ce qui donne la loi du developpement suivant les puissances de q , 
de la s^rie^ ^ /t • La partic que nous avons isolde a desscin 

2 (* h\ -+- h' 0 — 2 A 0 — K)q^ 

s’^value a l’aide des resultats qui suivent. 

Soit d’abord A = m, m dtant impair, on aux’a, 

( A 0 = I <?(/»), | A ' 0 = ■ ~ -j ~ - <P O), 





A = 2 m, 

j h 0 = cp(m), ( h ' 0 = o, 

( /ii = o, | h\ = o; 

A = 4 m, 

j /<„ = c p(/rc), | /i' 0 = o, 

| /<, = i cp (m), | h\ = i <pC//i); 


A = 4 

/?o = cp(m), | /<o = <p(/»), 

Al = “7“ j h>1 = ?("0- 

On en conclul 

V ('2/i, -t- li\ - a/i 0 — A' 0 ) <7 A = 2 ^ —— <p (>”) ?" 1 

— ^ 2 ?( ,n ) S' 2 '" ?( m ) 1 km + ^ - g ^. <?(/») 

11 cn resullc qu’en rcmplaganl dans liquation fondamcnlalo 

«{= ■ + 4 2 7T(=Tr ~ '*2 ( ~ °" r ’ K H_ 1 2 

lcs trois sdries par leurs valeurs, on vcrra lcs deux premieres de- 
truire celLc partie qui provicnl dcs formes ambigues, et il rcslcra 
simplemcnt 

0? = i ~ i "2 ,9 - ( ^ o_i9i)5rA - 

Toulcfois, si A csl un carr<5 on le Lriplc d’nn carre, le terme ge¬ 
neral doil 6Ire rcmplacc par 


on aura dc cette manicrc 


2 = °i('7 3 )) 


°? =2 r/A-I-3 0 -Me — <>• 

C'est le resultat auquel est parvenu M. Kroneelter, en employant 
la consideration des modules qui donnent lieu a la multiplication 
complexe, car, d’apres les denominations de ce savant geomelrc, 
on aura 

et, par suite, 

^ 0 -^ 1 = 2 /f T (A)-G!(A) = J E'(A). 


On a done deux methodes absolument distinctes qui raltacbenl 
par im double lien a la thdorie des fonctions elliptiques les propo¬ 
sitions de Legendre et de Gauss sur la decomposition des nombres 
en trois carrds. Ces illustres geomeLres, en poursuivant au prix de 
Lant d’elTorts leurs profondes recherches sur cette partie de l’Aritli- 
metique superieure, Lendaient ainsi a leur insu vers une autre re¬ 
gion de la Science et donnaient un memorable exemple de ceLLe 
mysterieuse unite qui se manifeste parfois dans les Lravaux analy- 
tiques en apparence les plus dloignes. 



LA THEORIE DES FORMES QUADRATIQOES. 


Comptes rendus dr 1’Academic des Sciences, t. LY, i 8 (L>. (FI), p. G 84 . 


La melhode de Yl. Dirichlct pour la determination du noiubre 
des classes do formes quadraliques de mcme determinant, el cedes 
qu’on a tirees recemmenl de la consideration des fonclions ellip- 
liques dans le cas des determinants negatifs, conduisent pour la 
nieme question a des solutions Icllemcnt dilTorenles, qu’il scmble 
aussi difficile de Irouver tin lieu quelconque cnLre leurs rdsullals 
qu’entre les principes sur lcsquels elles se fondent. Cc que laissc 
a ddsirer a ect egard la llieorie des formes quadraliques parail te- 
nir a I’abscnee de quelque principc csscntiel auquel on seraiL sans 
douLe amend, soil en ddcouvranl une demonstration purcmenl 
arithmetique des propositions de M. Kronecker, soileu tirant de 
,1a thdorie des fonclions cllipliques les expressions mdmes de Diri- 
cldel. En accordant la preference a cc dernier point de vuc, j’ai eld, 
coniine premiere preparation, faire de la mdthode de cel illuslrc 
maitre une dlucle qni m’a conduit peat-dire a abrdgcr cl a simpli¬ 
fier en quelque chose son analyse, et voici sous quelle forme je la 
presenLerai. 


I. 


Soit 


m = a a Z>PcY... k % 


un nombre enticr decompose en ses facleurs premiers a, 6, c, 
1’ expression 

»(«) = "<(.-!)(>-I). 



o(m) = 


vp m ^ m ^ 
Jmd a JmA ab 2 ai 


abc 


represente le nombre des entiers moindres que m et premiers avec 
lui. Je commencerai par generaliser cette expression en conside- 
rant le nombre des termes premiers a m dans la suite 

I, 2 , 3 , . . . , 71 , 

ou n est quelconque. Si Ton ddsigne, suivant Pusage, par E(.cr) lc 
plus grand entier contenu dans x 7 ce nombre sera 

Pour plus d’uniformite, je remplacerai le premier terme n par 
E(«); onobtientparlaune expression ou il est possible de me tire, 
au lieu du nombre cnlicr n 7 une variable quelconque x , a savoir: 

* w -k W -2e(=) + 2:«(^)-2K^) + "- ±b (^)- 

La signification ariLhmelique de cettc fonction sera d’exprimer 
le nombre des entiers non superieurs a x et premiers a m, en fai- 
sant toujours 

m — a^b^ct. .. A* 


Pour m — i et aim de compldter la definition, nous convicndrons 
de poser 

*(*) = E(*), 

e’est-a-dire de reduirc la formule a son premier terme. Enfin, cn 
designant par e une quantite comprise entre + i et — i, et par p. 
le nombre des facteurs premiers, a, b , on volt aiscmcnL 

qu’on a 

•I 1 ( oc) = — cp (m) —t- iV -- 1 e; 

e’est la propriety de cette fonction dont nous ferons principale- 
ment usage. 
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II. 

Soit encore a trouver le nombre cles lermes de la suite 

i, a, 3, ..., /z, 

qui sont en inline temps premiers a m ct divisibles par un nombre 
donne i. Comine les multiples de i dans ceLle suite sont 

t, a/, 3 i, .E (-.J i, 

ce nombre est le inline que cclui des entiers non superieurs a - et 
premiers a m\ ainsi il est donne par 1’expression <I> ( j j • C'esL a 
ce moment que se jusLibe noLre convention de faire, pour m = 1 , 
( M.r) = \l(x), 

car aloes la formule doit donner le nombre des multiples de « qui 
ne sont pas superieurs a /i, et par suite coi'nrider aver. • Ue 

la resulte enLre ( P(.r) el E(.r) line eertainc analoyie de role que ia 
question suivaule rendra inauiCcste. 

Soil F(/i) une fonclion ainsi delude 

f 7 U)=2 /(0 ' 

la somine eomprenaut to us les nombres i qui sont diviseurs de n. 
On verilie aiseinenl qu’on aura 

1 i 

En elFel, dans Je premier membre un terme quelconque f{'i) est 



J \ i ) == o, lorsque i n est pas premier a un nonmre aonne 


et posant ensuite 


: a a bvcl.. . /c*. 
F(£ ) = o, 


lorsque pareillement k n’esl pas premier a m. On voit alors que 

dans la sorame V F(/r) un terme f(i) est autant de fois repet^ 

qn’il y a dans la suite i, 2 , 3, . .., n de termes divisibles par i el 
premiers a in. On aura done, au lieu de la relation preeddente, 
celle-ci : 

Z Fa,= 2/ ( ‘' , *(.7) > 

1 1 

qne nous emploierons bientot a la recherche du nornbre des 
classes. Mais il est necessaire de rappeler d’ahord quelques resul- 
tats sur la representation des nombres, par le systeme des formes 
non equivalentes, de mthne determinant D. 


III. 

A cet effet, nous ddsignerons par n un entier positif, impair, 
premier a D, et, en nommant S- le plus grand carre qui divise D, 
nous ferons 


Cela pos£, voici les deux theoremes fondamentaux ^Lablis par Di- 
richlet au moyen des considerations les plus ^ldmentaires et qui 
pourraientetre places parmi les premieres propositions de la theorie 
des formes quadratiques. 

i° Le determinant D etant n&gatif, la somine 
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Use de Legendre, exprime de combien de manieres diffe- 
rentes (') Lender n est susceptible d'etre represents par les 
formes non ecjuivalentes, composant Vordre proprement pri- 
mitif de determinant D. 

2 ° Le determinant etant positif, la mSme expression, sauf 
le facteur 2 qu'on supprime, 

Iff 

donnera encore le nombre des representations de n par les 
formes non equivalentes de I’ordre proprement primitif , mais 
sous les conditions suivantes : Premierement, on ckoisira, pour 
re presen ter «, des formes 

ax- -t- 2 bxy -+- cy’ 1 , 

oil a soil positif et c negalif; en second lieu, x ety devront 6tre 
positifs et salisfaire d cette condition 



od T et U sont les plus petits nombres qui donnent 
T* - DU* = i. 

On voit que dans ces propositions figurenl exclusivement les 
nombres impairs et premiers au determinant. Les valeurs des in- 
determindcs x el y, qui rendent ainsi une forme iinpaire et pre¬ 
miere a son determinant, se distribuent en certains systdmes, tels 
que 

(A) a 7 = 2D(M-», y — -i D w -h ( 3 , 

v et w etant des entiers arbitraires, a et (3 etant choisis dans un 
systdme de residus suivant le module 2 D. Leur nombre, si l’on 



aDj <p(D i) ou 4 D, <p (13x), 


selon que D cst impair ou pair. Ce dernier resultat rappele, voici 
maintenant de quelle inaniere, en n’ayant en vue que la determi¬ 
nation du nombre des classes, il nous a paru possible d’abreger la 
belle analyse de Dirichlet. 


IV. 


Revenons a l’equation 

i i 

pour y faire 

oil est le symbole de Jacobi, avec la convention de poser 
j = o lorsque i ne sera pas premier a D. Alors les expressions 

F( " )=2 2 /{4) ou f («)=2 /(4 ’ ) ’ 

suivant que D est negatif ou positif, donneront, en verlu des pro¬ 
positions prdcedentes, le nombre des representations de Pentier n, 
par le systeme des formes proprement primitives de ddterminanlD, 
Mais ces propositions supposent essentiellemenl n impair et pre¬ 
mier a D, de sorLe que, pour tout nombre k qui ne satisl'ait pas a 
ces deux conditions, nous devrons supposer F(A") = o. En conse¬ 
quence, il faut determiner la foncLion <I> en prenant m — aD|, ou 
simplement m = D|, selon que le determinant sera impair ou pair. 
Pour mieux preciser, bornons-nous au premier cas : les expres¬ 
sions 

= P our ^ 
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auxquelles nous sommes ainsi amends, donneronl done la so mine 
des nombres de representations pour tous les entiers positifs, im¬ 
pairs et premiers a D de un a n. Or on peul obtenir cetle meme 
somme en se plagant a un poinL de vue bien different, comme on 
va voir. En supposant d’abord le determinant ndgatif, laisons cor- 
respondre, a cliacune des formes (a, b , c) qui composent l’ordre 
proprement primilif de ce ddLerminant, une ellipse ajant pour 
dquation en coordonndes rectangulaires 

ax % -+- 2 bxy cy % = n. 

On reconnait sans peine que le oombre des points dont les coor¬ 
donndes sont exprimees par l’ensemble des formulcs (A), 

x = 2 D 0 -ha, jr = 2 D (3, 

et qui sont situes dans 1’intdrieur et sur le conlour de cette ellipse, 
donne precisdmenl cetle somme des nombres de representations 
par la forme ( a, b , c) des entiers considdres ci-dessus. En second 
lieu, supposons D positif, nous aurons un resullaL entiercmenL 
analogue, en faisani correspondre a cliaque forme (a, 6, c ) de 
I’ordre proprement primilif une hyperbole 

ax 2 + 2 bxy -h cy % = n. 

Effeclivement, d’apres les conditions propres aux ddLerminants 
posiLifs, le nombre de points dont les coordonndes sont l’enscmble 
des formules (A), eL qui sonL compris dans l’intdrieur ou sur le con¬ 
lour du secieur hyperbolique, lermind d’une part par les droites 

aU 

y = O’ y = t—& u 


et de l’aulre par la branclie de courbe s’dtendanL du c6td des 
abscisses positives, coincidera avec la somme des nombres de re- 



Rappelons, a ret effet, la proposition de Dirichlet sur le nombre 
des points compris dans l’interieur d’un contour fermd, et donnes 
par les formules 

X = av -+- a, y = bw -+- (J, 

ou v et <v prennent toutes les valeurs entieres de — so a -f- sc. Si 
l’on suppose a e t b positifs, ainsi qu’on peut toil jours le faire cn 
changeant le signe de v et m, et qu’on designe l’aire du contour 
par a, on aura sensiblement pour la valeur dc ce nombre quand o - 
esttres grand. Ce resultat ne contenant pas a et [3, si l’on a u. sys- 
temes de valeurs des coordonnees ne di Reran l que par ces con- 
stantes, ^ sera la somme de tous les nombres de points ainsi 
exprimes et cpui sont compris dans I’interieur du iodine contour. 
Cela pose, l’aire de l’ellipse 

ax- -4- 2 bxy cy- = n ou b 2 — ac = — 
est 

ttTt 

Wi’ 

celle du secteur hyperbolique, 

n log(T + U y/P) . 

2 y/D 

le nombre p. des systemes 

a = aDp + a, y = 'iDw-\-$, 
puisque nous supposons le determinant impair, est 


Ainsi sera 
ab 


et 


2 D i cp (D |). 


n7itp(D 1 ’) 
2 y/Df 


dans le premier cas, 


ncp(D)log(T + U y/D) 
4 y/D^ 


dans le second. 
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Telles serontdonc pour n tres grand les expressions approchees 
de la somme des nombres de representations par une forme («, 6,c) 
de determinant D positif et nrgatif des entiers positifs, impairs et 
premiers a D qui sont compris de l’unile a n. Ces expressions ne 
conliennent pas «, 6, c; le determinant seul y figure, de sorte qu’il 
snffira de les multiplier respectivement par le nombre A, des classes 
de Pordre propreinent primilif, pour en conclure la valeur appro- 
chee de la fonction prececleminent designee par F(/i). II vient 
ainsi 

■ h = (t) C ^(t) fi ans le cas de D negatif, 

et 

» T ( D)| o^TH-U/ Sj A = 2 , (7 ) * (7) <■»"* 'e ca, de D positif. 

Or on a, ainsi que nous I’avons remarque en commemjant, 

<p(x) = — cp(/?i) -t- 


le nombre m d’ailleurs a dtd pris egal a 2 D,, de sorte qu’en divi- 
sant par n les deux dgalites pour y supposer n infinimcnt grand, 
on ironvera les expressions remarqnables ddcouvertes pour la pre¬ 
miere fois par Diriehlct, savoir : 


A = 


A = 



2 \/D / CD \ 

log(T h- U v/D) 2ft w / 


la premiere se rapporlant aux determinants ndgatifs et la seconde 
aux determinants positifs ('). 


( l ) Je dois rn’cmpresser de declarer qu’ayant eu occasion dc rn’eolrclenir avec 
M. Liouvillc dc celle manic'sre d’arriver aux rdsullals dc M. DiriclilcL, j’ai appris 



REMARQUES 


sun 

LE DEVELOPPEMENT DE cos am x\ 


Comptes rer>fhis de l'Academie des Sciences, t. LV 1 I, 1 863 (II), p. 6 i 3 
el Journal de Mathemcitiques pures et appliquees, t. IX, 1864,2 l ‘s., p-'iSy, 


En developpant suivant les puissances cle [’argument les Irois 
fonctions sin anu, cos am#, A am#, on oblienl les series suivanles : 


sin am® = x — (1 -t- A* 2 ) 
cos am# = 

iam® = i — k* A__ . 

1.2 


i.a.3 

——(1 -t- 4 k 2 ) - 


r 4 k- -+-&)- 


( k' + 4 A*) 


1 . 2 . 3.4 


oil le coefficient d’un Lerme cruelconque,- % ->--> 

est une fonction entidre et a coefficients entiers du module k' 1 . 
Mais jusqu’ici il n’a pas dtd possible d’en obtenir 1’expression 
generale, et toutce que l’on sait a leur dgard r<5sulte simplemcnl 
des relations 

sin am ^kx, ^ j = k sin am (x, k), 
cos am (^kx, ij =Aam(#, k). 

On reconnait ainsi que les coefficients de sin am# sont des poly- 
nomes r^ciproques et que le d^veloppement de cos am# donne 

^1,, ‘ J ~ A _ 3 - _ . J. C ____ 



a i egarci aes coemcients, clont voici les premiers d’apres Guder- 
mann : 

i 4- 4A'\ 

l 4- 44 7i 2 4— 1 6 k *, 

i -i- 4"6 k 2 -+- ()1 1 A 4 -t- (>4 A -6 , 
i 4- 3 688 k * -t- 3o 768 A 4 4 - 1 5 808 A c 4 - 256 7c 8 , 


la remarque suivaiile: 

Posons k = eosO et inlroduisons les arcs mulliples, au lieu des 
puissances du cosmos; en les mulliplianl chacun par A", 011 trou- 
vera successivemenl 

k 4 - 4 A 3 = 4 cos 0 4 - cos 3 0, 
k 4 - 44 A 3 4 - i6A 4 = 44 cosO 4 - 16 cos 30 4 - cos 50 , 
k 4 - 408/c 3 4 - 9124-64- 64 A' 7 = 912 cosO 4- 408 cos 3 0 4 - 64 cos.6 0 cosjO, 

On apercoil dans ces egalil^s que les puissances de k et les 
cosmus des multiples de Q ont pr^cisdment les meines coeflicicnts. 

Or, en g^ndral, si Ton represente le coefficient de-^- 

1.2. 3 ...(2/1 4- 2) 

dans le dtiveloppemeni de cos am# par 

A 0 4- A] A -2 4- A 2 A 4 4-... 4- A /t k 2n = A 2 - k 2 ', 

0 

on aura cette relation : 

2 A/cos a '+i0 =2 AjCos( 2 /i 4 - 1 — 41 ) 0 , 

qu on peut facilement demontrer, comme on verra. Mais je veux 
d abord faire voir, par un exemple, comment elle sert a calculer 
directement les nombres entiers A 0 , A,, A 2 , etc. 

Soil n — 4 : en faisant, pour simplifier, A/=4 < tt,-, et posant 
^• 0 = 1 , on Irouvera, en rempla^ant par les arcs multiples les puis¬ 
sances du cosinus 

cosO 4- 4 a, cos 3 0 4- i6« 2 cos »0 4- 64 a 3 cos 7 0 4- a 5 Ga t cos 9 0 
= cos 0 4- (t\ (cos 30 4-3 cos 0 j 4 -aa( cos 5 0 4- 5 cos 3 0 4- 10 cos 0 ) 




64 a-i = a \ + 'li « 2 -+- 21 a-i -+- 84 

a56= « 3 -f- 9 

Leur somme conduisant a une idenLite, on peuL ometlre l’une 
d’elles, et, si 1’on exclut la troisi^me, un calcul facile donne 

a \ = 922, <22=1926, #3=247, <24=1, 

ce qui conduit en elfet au coefficient rapport^ plus haul, d’apres 
Gudermann. Laissant de cotd l’etude de ces equations considerees 
en general, et me bornant a remarquer les valeurs 


A,,.-, = 4'-" -1 — (' 2 -+- 04"- 1 , 

A 9«+i —9 — 8 n 

Al = - - -, 

j’arrive a la demonstration de l’egalit£ 

^ A.* cos 2 '-*- 1 0 = ^ A/ cos(2/1 -+- x — 4 

eta celte occasion, comme j’aurai a faire usage de la transforma¬ 
tion du second ordre, je vais donner diverses fonnules qui s’y 
rapportent et qui peuvent dtre u Liles dans bien d’autres cir- 
constances. 

La principale, cede dont toutes les autres peuvent etre tirees, est 


sin am 


(h - k)cc, 


v*' 

H-* 


(1 -+- /c) sin am x 
1 -+- k sin 2 am x 


II suf(it pour cela d’operer tour a tour sur les fonctions au module 
primitif k et au module transform^, en employant les relations de 
la transformation du premier ordre; on le demontre en partanl de 
ce theoreme arithmetique que tons les systemes lineaires 


a, b 


REMARQUES SUR LE DEVELOPPEMENT DE COS am#. 9,67 

dans lesquels ad — be est un nombre premier p , sont donnas par 
un seal d’entre eux 

I °. P I 

I a, 8 1 

en le composant a droile et a gauche avec des systemes ^ | 

au determinant i. Orl’ensembie des relations relatives a la trans¬ 
formation du premier ordre consisle dans ces formules, savoir : 


sin am y 

kx , - 
k , 

) = 

k sin am#, 

cos am ^ 

kx, 1 ) 

1 = 

A am#, 

A am ^ 

kx, i ) 

1 = 

cos am#. 

sin am ( 



1 sin am # 

lx k' ) 

ix , k' ) 


cos am# 

1 

cos am ( 


cos am# 

A am ( 

ix, k' ) 


A a m # 


cos am# 

sin am| 

ik‘ x, -77 ' 
’ k j 

) = 

ik sin am# 

cos am x 


A am | tk'x. 77 ) = --- ) 

\ k / cos am# 

ik'\ i/fsinaiu. 

sin am ikx, -y = —-- 

\ k ) A a m # 

cos am (ikx, y = —-—> 

\ k ) A, a m x 


A am# 



second ordre, les formes suivantes : 


sin am (i 4- k)x, 
cos am £ (i -4- k)x. 

A am (i 4 - k)x, 
sin am (x -+- k')ix , 
cos am (i 4- k')ix, 

A am ^ (i 4- k ’) xar, 
sin am k‘ -t- ik)x , 
cos am -+- ik)x, 

A am J^( A*' 4- ik)x, 
sin am (1 4 - k)ix, 
cosamj (14 - k)ix, 

A am £ (i 4- k) ix. 
sin am £ (1 4- k') x. 

(1 4- k')x, -j- 
£ (1 4 - k')x, j 



( 1 k) sin am x 

I 4 -/C J- 

1 4 - k sin 2 am.r 

i\/k 1 

cos am a" A am.r 

X 4 -/C 

1 4- k sin 2 a 111 a; ’ 

zjk 1 

1 — k sin 2 amr 

IH-/C J- 

1 4- k sin 2 anu 

2 Jk' 1 

i( 14 - k') sin ama? cos a mx 

I 4 -A-' J- 

i— ( r 4- k ') sin 2 am.r 

2 v//“ 1 

A a 111 x 

1 4 - k' J “ 

1 — ( 1 4— J sin 2 am a? 

■Wk' 1 

1 — (j — /:') sin 2 am x 


1 — ( 1 4 - k') sin 2 am a? 

1 y/ ikk' "j 

(/•' 4- ik) sin a 111 a? A am a? 

FTl'/cJ “ 

1 — {k — ik') k si 11 2 am x 

1 \?'ikk' 1 

cos anu 

YTTk \ ~ 

1 — ( k — ik' j/rsin 2 anu’ 

ay/ 7 /tFl _ 

1 — (k - 1 - ik' )k sin 2 am x 

k‘ 4 - ik J — 

i — (/<• — ik')k sin 2 anu 


cos am 

A am 


1 — k 
14 -k 
i — k 
I 4 -X* 
1 — k 
[4 -k 

1 — k' 

1 -r k' 

JL 

k' 

■£ 

k' 


\-k) sin am.r 


cos am.r A ama? 
k sin 2 am x 


cos anu A am x 
— k sin"- ama: 




cos am T( k — ik')x, 1 = 


cos am x A am.r 

(1 4- k') sin ama; cos am a? 
A ama? 

1 — (1 + /1') sin 2 am s’ 

A a in a 1 

1 — (t — k') sin 2 am.r 
A am x 

(k - ik') sin am x A am x 
cos am a? 

x — (k — ik ') k sin 2 ama? 
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J’omets d’ecrire, pour abreger, toutes celles qui en resulleraient 
par le changeinenl de signe de k on /d, ct par le cliangement des 
modules transform^ en leurs inverses, et ne conduiraient pas, par 
consequent, a de nouvelles formes analytiques dans les seconds 
mem lores. 

C’est dans le dernier groupe que nous Lrouverons la relation 
conduisanl a l’identite que nous voulons elablir. En partanl, en 
effet, de I’dgalite 


cos an 




ik' )x, 


k -+- ik'' 
k - ik' 


[ — (k — ik') k s i n 2 a m x 
cos anu 


on en deduira, par Je cliangement de signe de /d, 


cos ai 


k - ik' 1 _ 1 — (k -h ik')k sin 2 ai 
/i-r-zV/J COS Hill 


x 


d’ou il sera facile de lirer 

(/,■ -r- it’) cos am [<*-«•>, 

_l_ (/; — {/;') cos am £( k -t- ik 1 )x, -j— j — 'ik cos aina". 

Or, en posant 

k — cosO, 

c.ette dgaliLe prendra cette forme 

e'O cos am e- 1 ^) -t- e*' 0 cos am(e« 0 a;, = •). cosO cos am#, 

el la relation que nous nous soinmes propose de d^inontrer en 
r^sulte dvidemmenl, en coinparant dans les deux mcmbres les 
coefficients d’une m&me puissance de la variable. 

Relaliveinenl a sin am#, ce serail une formulc de la transfor¬ 
mation du. quatrieme ordre qui donnerail une consequence sem- 
blabie. Partanl en ell’et de la relation suivante : 




et l’on en tirera, pour la determination des coefficients du deve 
loppement de sin am#, des relations analogues aux prdeddentes 
mais d’une forme un peu moins simple. 


SUR 


sin am 

10 s am 

A am 


QUELQUES FORMULES RELATIVES AU MODULE 

DANS 

LA THEOlilE DES FONCTiONS ELL1PTIQUES. 


Comptes rendus de I’Academie des Sciences, L. LVII, i863 (II),p. gg3 
et Journal de Mathematic]lies pures et appliquees, i. JX, 1864 , a 1 's., p. 3 i3. 


Les expressions en produiis inlinis des fonclions elliptiques, 
savoir: 


2K.cc _ 1 2\/qsin.r(i — 2q l 2 C0S2X-h-q'‘)(t —2<7*cos9.a:-)- y 8 )(t — 2^ B cos2Jr-t-^ ls ). 
IT y// c (l— 2 C/C 0 S 2 X-i-q i )(l —2g 3 COS2,r-f-</ 8 )(l —‘A<7 3 COS2;r-t-<y lu ). . . 

2K2? _ jk' 2\q cosa;(i-H9g' 2 cos2a7H-g ,4 )(t-i-2<7 4, co.s2.r-f-<7 8 )(i-t-2gr B cos2a7-4-^ 1! ). 

IT k (l- 2 C] C0S2.J7-t- g 2 )( I ~-'A^ 3 ('OS2a?-f-y (i )( 1 — 2 <7 8 COS 2 3?-t-<7 10 ). . . 

2 K x _ /— (i -1 - ).q cos 2 x -t- q 2 ) (i -+- 2 </ 3 cos ■>.x -+- <7° > (r -4- 2 q 6 cos 2X -i-q 10 ).. . 

tt: " (i — 2 q C 0 S 2 T-h q*){i — 2 q 3 CQS 2 X-t-q''){i — 2<7 5 COS2.2? -+• q 10 )-.. ’ 


donnenl innnedialemenl, pour la racine qualrieme du module el 
de son complement, des fonclions uniformes a l’dgard de la 
variable co definic en jjosanl q = e imo . G’esl ce qu’on voil dans les 
Funclamenla, § 3(1, ou sont elablies ees relations 


<y7,= 


sA 


* • v q 


(1 -4- <7 2 )(r-+-)(■-+- g*). 


O-yUi- 


H?J(H 

- y a )(» - 


<7 3 )(i 
ff B ). ■ 


■ </ 4 )- 


gr 3 )(H-g«). 


ou encore sous forme’enliere 



Mais cette consequence important ne resulte pas ties developpe- 
ments sous forme de quotients de series des mdmes fonctions, 
savoir: 


sin am 

cos am 

A am 


iYlx _ i 


V'l 


a \Jg sin x — 7. ( (/» sin3y -t - 2 y cf 1 * sin5.r—... 
2q cos y x -+- 2(]'+ cnsjx — 2q* cos6a; -4-. . . 

a V C J \ 7 9 cos3 x -+- 2 y y^cos 5 x + ... 

\ ~ 2C] cosy, x -+- 2 q'+ COS4 x — yy« cosGa? -t-... 

1 -+- 2q C 0.-23" -4- 2 q'* cos \x->r 2qS cos 6 a? .. 
1 ~ a q (, os 2x -+- 2 q ’► cos | .r — 2 q* cos 6 x -4-... 


car c’esL seulement alors la racine earree du module et celle de 
son complement qui sont donnees en fonction de q par ces for- 
mules 


/k = 

I H- '•> q -f- 2 (j k -f- 2 q 9 -1- . . . ’ 

v/F= + - # 

1 -t- yy -r- y H- . , . ‘ 


Dans cette Note, je me propose d’dtablir, pour 


sjn ama?, cosama?, 1 amr, 

de nouveaux ddveloppements en serie de sinus et de cosinus ana¬ 
logues aux precedents, mais qui donneront aussi bien que les pro- 
duits infinis les racines quatriemes de k et k' comme fonctions 
uniformes de la variable w. On en cleduira, en elfet, ces formules 
remarquables, oil le signe ^ s’dtencl a toutes les valeurs positives 
et negatives de n 


t _ y/a • \/ g 

\/k =- 

/iljVl-ir, 


2 <- 


l) n q*< 


yv- 1 )« y*«*+ 


C^' = 










IJber unend lie he Reihen, deren Exponenten zugleich in zwei 
verschiedenen quadratischen Formen enthallen sind, en les 
deduisant des prodnits infinis en q rapportes plus haut. Les pro¬ 
priety si importances auxquelles donuenL lieu ces quantity \Jk 
et \/k\ lorsqu’on y remplace to par a i b, c, d £tant des 

nombres en tiers assujettis a la condition ad — be = i, r^sultent 
de ces form ides et peuvenl 3 tre ^tablies, comme j’espere le raon- 
trer, d’une mani&re simple et facile. 


I. 

Pour abreger I’dcriture, je conviendrai de designer les quatre 
fonctions 



par 9 (a?), Q,(a?), 7) (a?), 7 m (ar), de sortc qu’on ait, en met tan. I en 
Evidence la quantite to dont il a dtc question tout a 1’heure, 

0 (a?, co) = r — %q cos zx •+■ zq 1 * cos 4 a? — 2 qi cos 6 a? 

0 , (a?, to) = i H- zq cos 2 a? -+- zq' y cos 4 a? H- 27 0 cos 6a? 4 -. . 

7) {x, co) = z\/ q sen x — 2 \/ <7° sin 3a? 4- 2 \J q u sin 5 a? —, 

' 7 )t(a?, co) = -ityq cos a? 4 - 2 q* cos 3 x 4- 2y /# 25 cos 5 a? 4 -. ... 

Gela pos6, la transformation du second ordre donnera ces deux 
systemes de relation 

| aO* (*,») = [Vi + /tO (x, ^')+\/i-l!t,(x, ^)] t/v’ 

Lo; (*,») = [/mo, (*,£)]/^> 




; \l k [ to \ f i K 

\ “) 0i(», “) = ^=^11 (*:, -j Y — ’ 


1 ) (a?, to) 0 t (a?, to ) = 


<? * tykk' 


to) 0 (a:, to)= • 




et c’est le second dont je vais faire usage comme il suit : 
Considerons, par exemple, le sinus d’amplitude : on aura 


aKa? _ i Y) (a?, co) 


7)(a", to) 0! (a?, to) 


* 0(37, to) 6, (a?, to) 

Or, en employant la premiere el la cinquieme de ces relations, on 
obtiendra de suite 

i K x e 8 \ 2 / 

sm am- = -r-’ 

it 0 ( 23 ?, ato) 


i , 2Ka?_ / 2 ^<7 sin a? -t- 9 sin 3 .r — y/y 2ii sin53? —... 

ir I — 2 cos4a?-t- 2^ 8 cos8a? — 2^ 18 COS 123? -f-. . . J 


et le m£me procddd de transformation, appliqu^ a cos am- 


et A am^j donnera les r^sultats que voici : 


</ 2 \/k 0( 2 


2Ka? 1 4 / k' 

cos am- = — i / -- - 

7T fiV k I 


TT 

7)1 (a?, 


— i)« gzn*+a s in (4 n+ 1)1 

V* 2(-0- q in - cos 4 nx 

y/a y ! i g‘ Ln ' i ^ rn cos(4n + i).r 

= V A ~ / * 

r >(—i)’ ! y 2 " 2 cos4«a? 

q'ln^+H cos (4 «• -+• 1)3? 

4 /Ti 




s( 4« -+- i)a? 


A am 


2Ka? \J-jl e 8 r t (2x, aw) 


s/k 3 


»li 


aKx ,- 4/it' 3 in(-2a?, 2to) 

'~ =t/2 v^fcv = \ 7 ^ 


1 ^ vV* sin (8 n -(- 2)2? 

^ 2 (- iyi^ 2 « 2 4 -« cos (4 n -+- i)x 
, /JTI fa \/q 3 '^^q 3a ' 1+kn sin( 8 n H- 2)3 


>•?) 


’> sin ( 4 / 2 . -+- i)a? 


2 Kx - ~ t, jj~ 71 (‘ r ’ 
A. am -= e 8 y/ 4: 8 


K) 


) —iyi qZn'-t-n sin( 4 ^ h 

- = \/k ’ 3 


2 «>-)-« s iii(_4 «• -t-1)® 


Tels sont done les modes nouveaux de d^veloppement des fonc- 
tions elliptiques, qui manifeslenl immediatement que les quan¬ 
tity \Jk et \/k' sont des fonctions uniformes de to. II suffit en elFet 
de poser x — o dans les deux dernieres Equations du premier 
groupe pour obtenir 

4/ _ ~ T ^ (°. ( “ 

^ = 7 ?" = 2<- 0»,«»■ 

4 _ _i7t 


e’est-a-dire deux des formules rapport^es plus haut d’apres Jacobi, 
et dont les autres se tirent aisdment, comme nous le verrons bien- 
t6t. Quant aux Equations du second groupe, elles donneraient, en 
prenant le rapport des d^riv^es, deux termes pour x= o, 


\/'k 3 = 

V / I 78 = 


2 fa -h i)^8/j 2 -t-4/i 

2 (“" O' 4 ( 4 /i -+- 1 )$*''*+» 

^(4 n -+- t) 



objetde conduire a ces consequences, que je vais donner princi- 
palementen vue de l’dtude des quantitds \/k et \fk' j’en indiquerai 
encore un usage dans la question suivante : 


II. 

La ddrivee de sin am'a? etant exprimde par 

v/(i — sin 2 am #) (i — k 2 sin 2 am#), 

il est naturel de se demander si les combinaisons suivantes des 
facteurs du radical 

X (#, k) = /(i -+- sin am#) (r -+- k sin am#), 
x.c*, *>=✓rr -+- sin am #) (1 — k sin am#) 

representeront aussi bien 7 que 

cosam# = /i — sin 2 am# et 4 am# = /i — k' x sin 2 am# 

des fonctions uniformes de la variable. Or, en ddsignantpar a une 
racine quelconque des Equations X(#) = o, X,(ic) = o,on recon- 
nait aisdment que les ddveloppements X(«-+- e), \,(a-j-e) com- 
mencent par un terme proportionnel a e, de sorte que d’apres les 
principes connus (<) on peut assurer ddja que ces fonctions sont 
uniformes. On trouve en effet, par exemple, 

X(_ k -t_ e ) — ./~~ 1 — & s i n2 amE — cos ams A ame 

iamt 3 

et la quantity sous le radical est une fonction paire de e, qui s’an- 
nule avec cette variable. Mais il reste a trouver leur expression 
analytique, et l’on y parvient d’une mani&re facile comme il suit. 




i — k'~\ (i -i- k') sin am x cos am x 

=-SI-’ 

on trou vera 

= - J i — k % sin' 1 am x -+- 2 sin am x cos am x A am x, 

A am a? 


X, 


[< 


-+- k')x, 


i — k'~ 
i+k'_ 


- \f i — ‘ik <l sin 2 am a; + /c ! sin 4 am x -+- ik’ sin am a: cos am a? A am a?. 


Or il arrive que les quantiles sous les deux radicaux sont des 
carr£s”parfaiLs, a savoir : 

( cos am x -1- sin am .x A am a?) 2 et (k' sin am :v -+- cos am x A am a?) 2 , 


de sorte qu’il vienl simplemenl 

X £( 1 k')x, j—^7 j = sin ama? -f- 

X 5 £(1 -+- k')x, -pqjpJ = cos ama? - 

Posons encore avec Jacobi 


A am a: 
k' sin am a? 


= sin am a? -1- sin coam®, 


- = cos ama? -+- cos coamar. 


ces quanlilds ddsignanl ce que deviennenl k el K. par le change- 
ment de q en q 2 ou de to en 210, et mettons au lieu de x ; on 


aura 


X 

X, 


[ 

[ 


TT 

4Pia? 

7T 


. 2l<a? 

aKa? 

m = sin am- 

-+- sin coam-: 

J * 


...."I 2Ka? 

iKx 

kw = cos am- 

J * 

-+- cos coam- 

IT 


carelles donnent, avec le meme denominateur, 


2K37 e 8 




Jityk 0( 237 , 2to) 

/p 7) (CC, — ^ 

aKar _ l k k ' i J 

71 ~ ,/j V A' 0 ( -2 37 , 2 w ) ’ 


de sorte qu’ayant, comme on le verifie de suite, 

^) = ' /5-e ' 5 ’>*(^- 1 ’ ? )’ 
H*’ ? )-*-’■'■(*’ 7 ) =v^.r~„(«,_!, 5^2), 

on en conclut, en remplatjant x et to par ^ et 


f IX -71 to\ 

x (?*£, a) = t 4 = 4 -^2 

V 71 / 6(37,10) 


r 2 cos( -' /l+ r )(~ ”~4~ "^) 

VA"i cos 2 7137 




0(37, to) 




k { 2 i V / 3 ' 2 ^“ I) " 9 ' 2 cos (4 h-h- O ^ ~'j 


1 ^ (— i)» q'^cosi nx 

Dans ces formules, k { elk\ ddsignent ce que deviennent le moduli 


el son complement 
valeur 

Sous forme de sdrie: 



par le changement de w en et ont pour 


k ± 


o.sjk 


k\ = - 


k 5 ' H~ k 

; simples, on aurait 


K s /k 


* JV ( I V r_,v 
K</k Zin K } 


,, , . . / X IT \ 

7 " cost 4 n Hr i)(^- — - J 


SUR 


LES FONCTIONS DE SEPT LETTRES. 


Comptes rendus de I’Academie des Sciences, t. LVII, r863 (II), p. 75o. 


En repr^sentanl, suivant l’usage, un syst^me de p quantities in- 
d^pendantes par la notation ou I’on suppose 

i = o, i, 2 , ..p — i, 

toute substitution entre ces quantity pourra se reprdsenter analy- 
tiquement de la maniere suivante : 



la fonction 9 (i) £tant d^termin^e de maniere a reproduire dans un 
autre ordre l’ensemble des p valeurs de l’indice. Ce n’est, il est 
vrai, qu’une abr^viation de la notation explicite 

[ Zo, -Zi, • • • , *p-l "1 

*a, 26, •••, Zk J ’ 

ou a, b , ..., k sont les nouveaux indices, et qu’on obtient immd- 
diatement par la forarule d’interpolation; toulefois, on verra qu’on 
en tire quelques resultats intdressants, au moins a l’egard des fonc- 
tions de sept lettres, en prenant pour symboles de distinction, au 
lieu des indices i—o, i, 2, — 1, un syst^me de r^sidus sui¬ 

vant le module p. Sous ce point de vue, la formule d’interpolation 
se simplifie en effet, comme nous allons d’abord le montrer. 

Soit, pour un instant, 



<*?(&) , ,_ *?Q) _ 

'' a?<j>'(o) (a? — I)tp'(i) “ r "’ (a?— /? -+-1> «p'(/> — I) 

Or, en supposant p premier, et employant le thdoreme connu 

'■q(x) = xi > — x (mod p), 

d’ou 

cp'(x) == — I. 

on trouvera immddiatement 

0(a?) == — a(xP~ l — i) — bx{xP- i -+- xP~ 3 -f-.. .-f-i) 

— cx ( xp—^ -f- 2 a ?/'- 3 h- . .. -f- iP ~-) —.. . 

— kx [ a?P~ 2 -t- (p — i) xP~ z -I (p — i )/■'-* ]. 

Ordonnant par rapport a x, el remarquant que les nombres a, 
b , ../c, coincident, sauf l’ordre, avec un systeme de rdsidus, de 
sorte que leur somme 

a-t~6-l-...-l-/f=o (mod/?), 

il viendra 

6(a?) =s a — oc [b -+■ ip-*c — i)/ , ~ 2 A-] 

— a? 2 [6 -f- iP- z c +. . (p —i)/ 5-3 ^:] 


— xp ~ 2 [b -+- a c (/> — i)k ], 

ce qui est un polynome & coefficients entiers du degrd p — 2, et 
dont voici la propridtd caracldristique : 

Formons La suite des puissances 

0 2 (a?), 0 s (a?), 0a j — 2 (aa), 

et so it, en general, 

0'*(aO = {n) 0 ■+■ (n)\x + {n^x* +.. .-^(^n^-^x^P-^, 
je dis qu'on aura 

( n )o ■+■ (^)p-i -+- ( n) 2 (/j— i) . .H- 0)(«-n ip -i) == o. 




0' 4 (o) -t- 0"( i ) . .-I- 8"(/> — i) = ct n b n -t-. .-f- k n 

= i" -+- H-.. .-b k n 

= o (mod p ), 

de sorte qu’en eliminant dans ¥(x) les puissances de x dont l’ex- 
posant est superieur a p — i, a l’aide de la relation xP~ l = i, le 
coefficient du terme independant auquel on sera ainsi amene devra 
etre congru a zero. 

Et, reciproquement, tout polynome a coefficients entiers, de 
degre p — 2, 

0 (;r) = G + Ha:+...+ N xi ’~ 2 , 


qui remplira ces conditions, pourra servir a designer une substitu¬ 
tion, car en faisant, pour un instant, 

8(o) = a, 6 ( 1 ) = 6, Q(/>— 1 ) = A', 


la fonction (x — a) (x — b)...(x — k) coincidera, en vertu des 
relations 

ct n -j- bk n == o, 


avec 


x p — x ou x{x — i)...(x — -t- 1 ), 


et, par consequent, «, 6, representeront un sysLeme de re- 

sidus. 

Ces premieres remarques faites, nous allons les employer a 
l’^tudedes substitutions, en partant de ce fait Evident de lui-mdme 
que, si 0(a:) est une fonction quelconque, propre a representer 
une substitution, la suivante : 

S 0) = o6(af -+■ §) -r- 7, 

en excluant la valeur a = o, aura, quels que soient {3 et y, la mdme 
propridtd. Or, il est ais^ de d^finir, dans un tel ensemble depres¬ 
sions, une forme reduite, unique, qui, une fois connue, donnera 
toutes les autres, et ce qui se prdsente le plus naturellement c’est 
de determiner a de maniere & rendre dgal a 1’unitd, dans 3 (x), le 
coefficient de la puissance la plus dlevee de la variable, (3 en faisant 
disnaraitr le o ffic t de la rmissanop imm^dintpmont infdrienre. 
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pourra m^me chercher a rdduire ulterieurement en conside- 

rant l’expression a2r(aa;), ou il restera encore un entier arbitraire, 
apres qu’on aura renclu ^gal a F unite le coefficient du terme du 
plus haut degre. La notion des formes reduites ainsi dtablie pour 
les fonctions nous allons, en considerant les cas de p = 5 et 

p = ^ montrer comment eiles se determinent. 

Premier cas : p — 5. 

Les formes reduites sont 

?i(x)==x, a? 2 , x z -+-ax\ 

la seconde est & exclure atLendu que 

2r- ( x) = .r 4 = r, 

et il ne rcste a considerer que la dernicre clont le carrd est 
x R h- xax 1 * -+- aP-x 2 =x-(i ■+■ a-)- 1- o.a. 

Levant faire disparaitre le terme independant, il faut poser 
a = o; 

toutes les autres conditions se Lrouvanl d’ailleurs remplies par 
l’expression 

3 ’( x) = x 3 , 

il en resulte que la totality des substitutions, pour un systeme de 
cinq lettres, s’obtiennent en employanl pour indices 

ax-h-fi, a (jc -+- 6 ) 3 -f- y, 

ou Ton n’exceple que la valeur a = o. M. Betti avait clonnd dej& 
ce rdsultat dans le Tome Q des Annales de Tortolini et, recem- 
ment, M. Brioschi en a fail l’applicalion la plus ingdnieuse dans 
son beau travail sur la mdthode de Kronecker pour la resolution 
de liquation du cinquieme degre (Actes de VInstitut Lombard, 



2r( x ) == a; 4 -+- ax 2 -+- 6a;. 

Le terme independant de ^S 2 {x) donne immddiatement a = o. On. 
trouve ensuite 

( x 4 -+- 6a?)\= a? 3 (6 3 h- 3 6 ) -+- 3 6 2 -+- 1 , 
d’ou cette condition 

3 6 2 -+- i = o, b = ± 3, 
et, par consequent, ces deux formes 

&(*) = a; 4 -i- 3a?, a? 4 — 3a;. 

La seconde se ram&ne a la premiere en recourant au dernier mode 
de reduction que nous avons indiqud en commenqant. On trouve, 
en effet, en prenant £?(#) = x' K — 3 x, 

a 2 (ax) == a? 4 — 3 a 3 x, 

de sorte qu’il suffit pour j parvenir de poser a 3 = — i, c’est-a-dire 
de prendre a non r^sidu de 7. Cela £tant connu, on obtient, pour 
la sdrie des puissances, 

5 ( x) == a; 4 -+- 3a;, 

S 2 (a;) = 6a; 8 -+- 3a; 2 , 

S' 3 ( a;) = x 3 , 

& 4 (a;) == 3a? 4 -I- a;, 

& 8 (a;) = 3a; 8 -t- 6a; 2 . 

Ainsi toutes les autres conditions se trouvent remplies d’elles- 
m£mes. 

Soit, en dernier lieu, 

S^(a?) == x s -+- ax 3 + bx 2 -+- cx; 

on aura, en 6galant a z 6 ro les termes inddpendanls dans le carr£, 
le cube, etla quatrieme puissance, 

2C+fl 2 = 0, 

6(3-+-6ac-i-6 2 ) = o, 

ab 2 -+- 4 6 2 c 2 - 1 - 2 ( 2 a - 1 - c 2 ) (1 -+- lac 4 - 6 2 ) =’o. 
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La secon.de Equation conduit 4 supposer d’abord b = o, ce qui 
reduit la derniere a 

('2a + C 2 ) (l + 2OC) = 0, 

Or, en y faisant 


c =-a 2 = 3 a -, 


elle donne l’identite 

2 (a -+- a 4 ) ( i — « 3 ) == 2 ( a — a 1 ) == o ; 
on a done cette expression 

& (a?) == o? B -+- ax 3 -+- 3 a 2 07, 


ou a reste ind^termin^, mais que nous pouvons ramener aux cas 
de a = o, a = i et a = 3 , d’apres la relation 

a?}(ax) = 07 s — aa' f 07 3 -I- 3 a 2 a 2 o\ 

On verifiera aiseinent que la cinquicme puissance ne renferme pas 
d’ailleurs de terme inddpendant. Supposons enfin que b ne soit 
pas = o, les deux dernieres equations donnent, en y faisant c = 3 a 2 , 

3-3a J + 6* = o, 
a -+- a k == o, 

d’oii ces deux solutions 

j a = 0 * 

( a 3 = — i, 6 = dr i; 


on en conclut ces nouvelles formes reduites 


&(o?) = 07 s ± 207 2 , 

Srfo?) == o ? 8 -+- ao 7 3 ± 07 2 -+- 3a 2 x (a non rdsidu quadralique de 7 ), 
que nous ramenons, en operant comine tout 4 l’lieure, a celles-ci: 


2 r( 07 ) = 07 b -(- 207 2 , 

3r( 07) == 07 6 -+- 3 07 8 ± 07 2 — 07. 



x *±3 x, 

X 5 ± ‘2X-, 

x 5 -h ax s ■+■ 3 a 2 x (a quelconque), 

x 5 -b ax 3 ±r x 2 -i- 3 a-x (a non residu de 7). 

G’est le resultat que j’ai deja indiqu^ dans une Lettre adress^e a 
M. Brioschi, et public dans les Annates de (\f. Tortolini; je vais 
le completer en presentant quelques remarques sur les diverses 
fonctions 2r(#), et me servant a cet elfet des formes rdduites pre- 
cedemment obtenues, savoir : 

&(a?) == a? 4 -b 3 x, 

X s -h IX 2 , 

X~° -b X s -+- 3 x, 

x s -b 3 x 3 — x , 
a? 3 -+- 3 a? 3 zb. x- — x. 


A. l’dgard des deux premieres, je distingue en deux groupes les 
valeurs de x, suivant leur caractere quadratique par rapport au 
module 7; on trouvera ainsi 


a? 4 -+- 3 a? = 2x 
= kx 

a? 6 -b ix- ss 3 a? 2 

== x 2 


(x residu quadratique de 7), 
(a? non residu de 7 ), 

(x residu quadratique de 7), 
(x non residu de 7). 


Pour la troisieme, je distinguerai les indices en residus cubiques, 
et non residus par rapport k 'j, et il viendra 


x 6 -4- x 3 -b 3 a? == — %x ( x residu cubique de 7), 
s + 2® (a? non residu cubique). 

Pour les deux derniers enfin, on parviendra encore a des formes 
monomes, mais sous un point de vue bien different, car on trou¬ 
vera 


a? 5 -b 3 a? 3 — x == 3 a? 2 , 


x < L > 



x s -+- 3r 3 ea ?' 2 — x == (3 + i)a; 2 , 


x < 

■i 

= (—o+e)^, x~>"~‘ 


Ces remarques, qu’on verifie facilement, autorisent jusqu’ii un 
certain point peut-dtre a supposer que, dans l’etude des formes 
analytiques de substitution pourun nombre premier quelconque/> 
de lettres, les expressions que nous avons nominees rdduites se ra- 
menent elles-mthnes a d’autres beaucoup plus simples, en consi- 
derant les valeurs de l’indice com me residus ou non rdsidus de 
puissances dont l’exposant diviserait p — i, ou bien encore comme 
divisees en ces deux series 


x — 


2 , 3, .... 


p H- I jt) + 3 


p — 1 


P - !• 


Soit, par exemple ('), une substitution reduite de la forme 

2r(aq == ax^i^x 2 -+- i) — bx&ix - —i) : 
il est clair qu’on aura simplement 

2 7(x)==-iax°> (x residu de p), 

s^ibx™ (a? non residu de /?); 

c’est a cette categorie qu’appartient, dans le cas de p = 7, l’expres- 
sion 

^O) = — X s — 2X*, 

qui vdrifie les relations 

%[a%(x) -+- b] == 2 ab k £r (^x -+- ^ 7 ^ j -t- ~~~ (^ 8 H- 2 b-) (a residu de 7 ), 
SfSfa?)] = x. 


(‘1 Avant cet exemDle dans leciu 1 d esL un nombre Dremier auelconaue. Her- 


'epresentees ainsi : 


( Z x ) i -Z.X ) 

' (’ ) [ (a residu de 7 ); 

( Zax+b ) { ■3a2r(.r-H-&)H-c ) 

d’ou cette consequence, indiquee pour la premiere fois par M. Kr< 

necker, qu’une fonction de sept lettres, invariable par ce systen 
de substitutions, ne peut avoir que trente valeurs distinctes. 



d’une 


lettre de m. hermite a m. brioschi. 


Journal de Crelle, l. 63 , 1864, p. 3 o. 


« En appelant, comme vous le faites ('), U la forme cubique 
proposee, H le hessicn, Is, le covariant clu sixieme degre, el 

d\J dU d{] 
dx dy dz 
__ dll dll dW 
dx dy dz ’ 
dK dK dK 
dx dy dz 

le covariant du ncuvicinc degrd que vous avez a bien juste litre 
inlroduil dans la thcorie, j’ai remarqud qu’il est decomposable en 
facteurs lindaires et que tous ses invariants sonl des puissances du 
discriminant de U. On le prouve au mojen de l’expression corres- 
pondanle a la forme canonique U = cc 3 + y a + z 3 -f- 6 Ixyz, qui 
est 

0 = R (x s — y*)(y*—z3)(z3 — x*), 

abstraction faite d’un facteur numerique, R eLant le discriminant. 

» D’une maniere analogue, en ajoutant aux trois contravariants 
que M. Cayley ddsigne ainsi, P(J, QU, FU, le contravariant du 


(‘) Comptes rendus de I’Academie des Sciences, t. LVI, i863 (I), p. 3o4. 
H. — II. 1C J 



dPU 

d PU 

d PU 

dt 

dr, 

cK 

dQ U 

d QU 

rfQU 

d$ 

dr, 

dX, 

d FU 

d FU 

d FU 

d£ 

dr, 

dr. 


on parviendra, si J’on supprime un facleur numdrique, a 


Q = —C 3 KC 3 -5 8 ), 


d’oii resultenl les mdm.es consequences que pour @. 

« Mais la valeur de sons forme de determinant suggere natu- 
rellement d’appliquer votre mdthode a la relation PU = o en mul- 
tipliant par 

I a P I I 


ce qui donne 


4 = 


5 *) c 

d\ dt\ dt, 


£>4 = 3(QUrfFU-aFUrfQU)fa^*J^i 


d PU d PU\ 
dr\ dZ )’ 


sous la condition admise PU = o. 

» Effectivement il est aise d’oblenir 


£2*= FU(QU)*—aT(FU QU)*+ R(FU)3. 


T etant l’invariant du dixieme ordre et R le discriminant. Faisanl 


done 


on aura 


z 


QU_ 

V/FU’ 


QA=-6^(FU)^a^H 


^PU rfPU\ 


a = (FU)»^* —aTz*-t- r 


et, par suite, 


rfPU 
a d\ 


PU rfPU~ 


6 


dz 

s/^ — iTz* 


R 



ainsi que vous l’avez fait a l’egard de @ 2 eL des trois covariants. 
Voire methode qui emploie les quantiles S a a, de M. Aronhold 
m’ayanl entieremenl (Scliapp^, voici celle que j’ai suivie. J’ai pris 
pour point de depart les expressions canoniques donnies par 
M. Cayley 

PU =— '-O 3 -t- C 3 )-t~(4 / 3 = 

QU =(I— 10^) (S 3 -t- ^3-*- ^3)— 6/2(5 -H 4 
FU = -4(h-8/8;(tj 3^ + ^^_ 1 _58 ti3) 

-+- ( £ 3 -+- r)* Hr £ 3 ) 2 - 2 4 / 2 ( -+- V)i3 -I- £ 3 ) hX, - 2 4 l ( I H- '2 l » )5*T)2 X *, 


d’oii I’on tire, en faisant 


u) = i + 8/ 3 , 

s . + v +C*=ir^QU, 

I I _ i A /3 

V ? p + P ^ = - -L fu + L-JZL (QU)«, 

4 u) 4 to • 


de sorle que le rdsulial cberchd: s’obliendra en calculanl le discri¬ 
minant de liquation du troisicmc degrd 

<*-<’ O u -i-'[- A fu + (QU) ! ] + 5 (QU ) 1 = «• 

Ou en faisanl 


it- 


QU _ 


on a la transform^ plus simple 


0» + 8 ! M_ 0 ™-™^=o, 


et I’on en dtiduil, abstraction faite d’un facteur numdrique, 

= ^ [ FU (QU )■’• - a(i — ao l* — 8 Z<s ) ( FU QU )* h- ( FU )*], 
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» Peut-etre ne serait-il pas sans intdret de rapprocher la subst 
tulion precedence de la vdtre appropriee a l’equalion PU = 0, ( 
aussi d’envisager, a la place des Equations U = o et PU = c 
celles-ci 

aU + 6 HU = o, aPU -t- 6QU = o. » 


Paris, n fevrier 1 803. 



SUR UN NOUVEAU DEVELOPPEMENT 

EN SERIE DES FONCTIONS. 


Comptes rendus de I’AcacUmie des Sciences, t. LVHTII, i8C>4 (I), 
p. 98 et 266 . 


Les functions uniformes clc plusieurs variables a periodes simul- 
tandes par lesquelles MM. Weierstrass et Riemann onl rdsolu le 
probleme de ^inversion des intdgrales de diffdrentielles algebriques 
quelconques sont reprdsentdes, comme I’on salt, par le quotient 
de deux series Lelies que 

0-cpU-w n, y+/i, zh-/j, ...) ) 

oil cp ddsigne une forme quadratique dont la partie rdclle est ddlinie 
et positive, le signe V s’dtendanta toutesl.es valeurs des nombres 

enliers //<, n, p, ... de —co a 00. L’dldment fundamental de ees 
nouvelles Lrausccndantcs, ainsi donne par I’expression 


se presente dans toutes leurs relations analytiqucs, et acquiert par 
la une importance dont i! est impossible de n’dtre pas frappd. La 
thdorie des fonctions elliptiqpes, ddja assez avancee pour donner 
l’idee de ce qu’on doit attendee de ces Lranscendantes ci plusieurs 
variables, justifie parLiculicremcnt, a l’dgai'd de i’expression e~ x % 
ce caractere d’dlement essentiel dans l’expression de leurs pro- 



naissance, comme le radical 


(i— saar-i-a 2 /’ 2 , 

et l’expression 

[i— 2 «(iP/ -+• cos0 \/ 1 — x- \/ 1 —J' 2 )-+-a 2 ] 2 , 

qui joue le principal rdle dans plusieurs des plus importantes 
questions de la Mecanique celeste, a un systeme de poiynomes 
entiers, pouvant servir au developpenient des fonctions d’un 
nombre quelconque de variables. Mais, tandis cjue les fonctions de 
Legendre et de Laplace conduisent a des ddveloppements oil les 
variables sont renfermees dans les limites —i et -f-1, il sera 
necessaire ici d’embrasser toute l’elendue des valeurs reelles de 
— oo a +oo; on verra, du reste, entre les propriety d’expressions 
d’origine si differente, l’analogie la plus complete. Je commencerai, 
afin de la mettre dans tout son jour, par le Gas des fonctions d’une 
seule variable et des poiynomes semblables a X rt qoi se tirent de 
l’exponentielle e~ x \ 


I. 

Designons par e~ x '\ 3 n la derivee d’ordre n de de sorle 

qu’on ait successivement 


U 0 = i, 

Ui = — ix, 

U 2 = 4^ 2 — 2 , 

Ua = — 8 a? 3 —1— \ix, 

U*. = i6#' f — 48a? 2 -t- i2, 


et, en gdneral, 


(— 0 «U„ = ( 2 X)"—^ -— ( 2 X) n ~‘ 


n(n — ])( n — 2 )( n — 3) 


(«)" 4 



ou, sous une auire lorme, 


(—i) 2 U ;i n n(n — i) „ t n(n — i)(n — 4 ) , „ 

—--— -- = 1 — /ia? 2 n-1— ~ 2 3 x'^ --- .rr ~r 2 8 a? 8 

1 . 2 . 3.4 r. 2 . j . 4 • 5. b 


quancl n est pair, et 

/i-t- 1 

(-r)~U, t 


n( n —• 2) (n — 4) ( n — 6) _ 

1.2. 3 .4. 5 .6.7.8 2 


2 n(n — !)•••( ~~~ 


n — 1 (n — 1 )(n — 3 ) „ 

■ = x -- -ix 3 -4- -————- 2 -X 5 

1.2.3 1.2.3.4.5 


( n — 1) (n — 3 ) (n — 5 ) 


2 3 X 1 . ., 


1.2. 3 .4- 5 .6.7 

quand n esl impair. 

Cela pose, on clemontrera aisdment les propositions suivanles : 


\. Trois polynomes consdcutifs U rt+( , U w , U„_, sont lies par la 
relation 


U , i+1 -4- 2tU„+ 2nU M -| = 0 


et, par suite, peuvent etre considered coinme les rdduites succcs- 
sives de la fraction continue 


ix — 


ix — 


4 

6 

■XX - 


On a de plus 


dx 


2«U w _i, 


et Ton en conclut liquation du second ordre 


d 2 U,. 

dx ' 1 


dU„ 


nU s = o. 


2 . L’dquation CJ rt =o a toutes ses racines rdelles; ces racines 



;i = o, et la suivante J e ,vi U« LV clx est nulle quand n est dif¬ 
ferent de n'. Pour n = n', on a 


J' e~~ xi \j}i dx = 2.4.6... in. sjtz. 


4. Tout polynome entier F(.a?) du degre n peut £tre exprime 
insi 

F(a?) = A 0 U 0 -b AtU,-!-. A„U„, 


les quantites A„, A,, ... etant des constantes. II suffit, en eflet, dc 
remarquer qu’on a pour une puissance quelconque 




n(n —• i )(n — -i) (n — 3 ) 


U„_ 


n(n — i)(n — a) (/t — 3 )(/z — 4)0 — 5 ) 

1 . 2.3 n ~ 


et en general il en est de m£me de toute fonction F(#) en prenant 

— - r 

4.6. .. 2 n. / it i/_ „ 


2.4. 


Un des caracteres de ces ddveloppements consistera en ce qu’ils 
gardent la meme forme apres la differentiation et Emigration; on 
a en elfet 

F(.r) = 2A«U n , 


F'0) = — i)A w+1 U„, 


/ F( 


' x) tlx - 


■ES 


A,,-, 


U M . 


5. En particulier, on obtiendra 


cos 2 wa? = <?-»’( U 0 - IUh -U; — ) 

V 1.2 ‘ [.2.3.4 ■"/’ 


Mx = — e-^(- Ui- 
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Cos (livers resullats se relrouveronl d’ailleurs al’dgard des fonc- 
tions plus generates qu’on lirerait des derivees successives de 1’ex- 
pression que j’ai reconnu indispensable d’employer dans 

certaines circonstanees. Sans m’y arreler en ce moment, j’arrive 
aux polynomes analogues a U /M cl qui renferment un nombre 
queloonque de variables (■). 


s,n ,l+ j ? 

(') Kn posanl x = 2 costp, les quanlit 6 s V„ = 2 cos/? ®, U„ = ----—scront 

sin - o 

aussi des polynomes du degre n en x , tels que les int^grales 

el f + \„ K .jTE* dx 

J-1 i/s - a? V » -I- * 

seront nulles 011 £gales ti 2it suivant que n esl different de n' ou lui esl 6 gal. Ces 
polynomes satisfont aux equations diffdrenlielles 


(a ? 4 — '1) 
(x 2 - 4 ) 


dx- 
d- U„ 


dV„ 

C dx ' 


- 2 (x -+-1) — n{n -1-1) U„ = 0 


dont la premiere esl donn 6 e dans VAlgebre superieure de M. Serret. On peut 
dgalemeul les considdrer corn me les ddnominaleurs des rdduilcs successives des 
fractions continues suivanles : 


\J x- — 4 


x 


x — 



Soit o(x,y, s, ...) une forme quadratique a p. variables x, y, 
z, ... etdont la par tie reelle soit definie et positive : designons par 
'b(x,y, 2 ,...) le contrevariant quadratique on forme adjointe de 
Gauss, et par o l’invariant. Nous considererons deux systemes de 
polynomes rationnels et entiers en x, y, z ... qui seront, defmis de 
la maniere suivante. 

Developpons en premier lieu, suivant les puissances des ac- 
croissements A, A,, h 2 , .Pexponentielle 

g— y+h u z-h/i 2 , ...) 


et en remplacant, pour abreger, le produit 1 . 2 .3 ...n par (a), 
posons Pdgalite 

f— ylx-t-h, y-t-A u 7.-I-A, ,...) — (>—ip(3!,y, r. ) ’y ^ ^1 • • • _ jj 

Zj(u)(n')(n“)... ’ ’ ’•••’ 


les quantitds Urationnclles et entieres en x,y, z, ... et 
d’un degrd dgal a n n' n!' -)-..formeront le premier systeme. 

Le second s’en ddduira par une substitution lineaire effect tide 
sur les accroissements A, A,, h>, ..en introduisant le polynome 
'f(A, ki, ...), nous ferons 


h 


city 
dk ’ 


, d<b 

h ' = dt t > 


/?2 


dty 
dk-i ’ 


et ils seront ddfinis par le ddveloppement suivant les puissances de 
k, ki, A 2 , ... de l’expression 

e V V dk' J dk' " dk t ' )' 


Nous les designerons par V rt en posant, comrac tout a 
Pheure, 




. 'i ^ k n k n, k n " 

rf* y dk t * " + dk i ' J — e -<pu,y, x ,...) V K K ' 2 V- . 

Voici maintenant comment s’obtient leur propridte caraeLeris- 




d’ii aw av \ 

on aura, d’apres les Equations mdmes de definition, 

e -<p(a-,y,z,...)'^ . ft ' ’ ' {J /t - 

^ («) (w') («•")... ’ *' ’”• 

P 1 /•«' /c"" 

-v„, 




d’b 
dk*, ’ 


Ai(n)(n') (n"). .. 

Multiplions par dxdydz ... les deux menabres, et integrons 
p. fois entre les limi Les — oo et H- oo; [’expression 


r;c 


• . e -<I >U,y,z,...) dx dy dz . . 


nous conduira au rdsultat par une transformation bien simple. 
Posons, en ellet, 


x = \ — h — 




1 dkC 


les limiles des variables £, V), £, ... seronL toujours —oo el -|-oo, 
et Ton vdrifiera sans peine que 

* (x ' r< z) = • ■ ■)- (w, 3* + W, + Mr, 3F, + -■ ■)■ 

L’intdgrale cherchde esl ainsi ramende a celle-ci : 

j * j ... e-ipU.v),?,...) ... = ^/^p 

Mais de plus, el. d’apres la nature du polynoine adjoint 

<K*. ki, /c 2 , ...), 

on a l’identitd 

+ A it = 4 8(M + A, 

d/i d/i, d/ci <tfA 2 «/cj 




3oo 
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de sorte que nous parvenons a la relation fondamentale 


— J' J " + " 

V h" h'l ' hf .. . V /c" k", A-“ . . . 


r/s ... e-cp(ar,r,z....) 

/c' z Af Af'. .. 


II en resulte immediatement cette consequence que I’intdgrale 


’•>’’ s > - J U rti „' 5 „» ) ... V m , W ', „(»,... flkr rlz ... 

s’evanouit, si aucune des differences n — m, n' — m\ n" — m", ... 
n’est nulle, tandis qu’en supposant n = m , n'=m', /*"=/??", ..., 
on a 


... e - ? u ,y, Z ,...) u Bi n>i Yn, ... dxdydz... 

Cette proposition peut servir de base, comine on voit, a I’etude du 
developpement d’une function F(a?, jq 5 , ...) sous cette double 
forme 

F O, 7 , 5, . . .) = 2 A «, n' f n*. ... U n , ... = ^ B » f .., V„, 
les coefficients etant ainsi determines : 

(n)(n')(^').. . I f_ x ‘ ‘ ‘ 6 CpU,;> ’~’- ) 
x v re , F (x, y, z, . . .) dx dy dz . . 

(n)(n')(n»)...\/^J^ M J_^ ' ' ' e_<pU ’ 

X U«,»■,... F(a?, jr - , z, ...) d[/ dz .. .. 



in. 


Jc vais donner quelques nouvellcs remarques sur les polynomes 
tires des exponenlielles e~' ax % ••• ) et qui peuvent etre 

employes, coinme je l’ai fait preccdemment (Comptes renclus, 
t. LV1J1, seance du i i janvier), au ddveloppement en sdrie des 
fonctions d’une ou de plusieurs variables. J’indiquerai, en premier 
lieu, une modification ldgere a apporter a leur definition, et donl 
I’eOfel, comme on le reconnaitra, est de simplifier leurs expres¬ 
sions algdbriques. Ainsi les equations 

, , , , , vs h" h'\‘h n ".. . TT 

g-^U'+A. y+h„ — e -cpu',y ,y ---U ,2 n’ 


< /a’ J + a/,,’ ”7— e ?U',r,;,.jy —'— A- ,,J - —V„ , 

— ( n ) ( n') {ti ")... 

j’avais d’almrd donndes, seront remplaeecs par cellcs-ci : 


- - h„z —/) 2 ,.. 


---.•••I ^ /( /r| /(j ... y 

— (n )(/)").. . " 


En particidier, pour le cas d’une seulc variable, je poserai 


et I’on aura de la sortc 


>i(n — i)( n — ■).) (n — 3) 



_ nax 2 n(n — ‘i)a' l x lt n{n — 2)(n— 4)« ;ia;6 

1 1.2 [. 2 . 3.4 1.2. 3 .4. 5 .6 

et pour n impair 


(-1) 2 U„ 

n +1 

1 . 3.5 .. ,n.a - 

(n — 1 )ax 3 (n —1 )(n — 3 )a-x 5 ( n — i)( n — 3 ) (n — 5 ) a . 3 x 1 ^ 

1.2.3 r.2.3.4 .5 1.2. 3 .4. 5 .6.7 


A ces formules j'ajouterai encore les relations 

- an U„-i = o, 

- 4- an\} n — o, 


U„+i 
d* U„ 
dx- 


- a xl] n 

dU„ 

-ax -;- 

dx 


L 

1 : 


e 


X] n \] n > dx ■= 0 (n?±n'). 


\S\dx = [. 2 .3... n . a n \ 


Maintenantj’arrive aux polynomes a plusieurs variables. 


IV. 


Soit, en considdrant pour plus de simplicity le cas de deux 
variables seulement, 

cp(a?, y) — ax 2 -h %bxy -+- cy % ; 

nos polynomes seront definis par liquation 


?(*— A ,r-Ai> 

e 1 


e 


;9i-ny>yi h m h'{ 
2u(m){n) 


ou bien 


NOUVEA.V DEVEL.OPPKMENT EN SER1E DES FONCTIONS. 3o3 


On Lrouvcra ainsi, en faisanl, pour abreger, 
ax -+- by = bx -+- cy = t), 


les >aleurs 


Uo,o= i, 


u 3 , 0 = £ 3 — 3 «b 


= $. 


= — b, 

:= V — C, 


= ^-r] — ib\ — at ], 
= tr;--*bt]-cl 
;= r, 3 —3 cr„ 

= cp — 6 a£ 2 -+- 3 a 2 , 


Gencralement, soil 


F „(x,a) = x ' 1 — -- ax ,l ~’'- 


n(n — i)(n — i)(n — 3) 

2.4 ° 


c’est-a-dire {’expression mbme de U rt , qnand on y aura mis ^ au 
lieu de x ; on aura 

UF w (£, a) F n (r,. c) — F w -i(ij, a) F(yj, c) 

+ p M({i a) o) 


mn( m — i )(n — i )(m — 2) (n — 2) 
1.2.3 


a)F„_3(7),c) 


A regard des polynomes V, M)rt , liquation de definition donnera 


e kx+h\y — 


tp (A-. A-!) 


k m k'\ 
(m)(n) 


V, 


i,n, 


d’oii l’on voil que leur expression co'incidera avec la precbdente en 
mellant x el y au lieu de £ et y\, et en remplaganl a , 6, c par les 

coefficients de la forme adjointe J di v i s da par le determi¬ 

nant § = ac — b-. Cela pose, on obliendra aisement les relations 
' U WI +,, n -5U /ni *-hamU / „_ llB -l-6nU ;MlB _ 1 = o, 






dmerences parlielles 


d* U„, 


d\dti % d\ 


- -+- nl] ,n t n = 0. 


dr t l d\ dr\ d't\ 

Je joindrai aussi a la relation fondamentale 

J j' e ~ 2 r> dec dy — o, 

les suivantes 

/ e * V,n J „\„ tt ,dx = o > 


sous la condition m >> /j, et 

y’ + *e- i9 ' J '' y 'u»,,,.V„,„ £ 0' = o, 

en supposant n >> q. On en deduit aisdment 

J' e ^ ’ 7 U TOi/2 , 0(a?) dx — o, j' e 7 * U w ,„ &(jk) <a?y = o, 

0(a?) et2f(y) dtantles poljnomes enliers en ety des degres /n— i 
et n — i, a coefficients arbitrages. Voici la consequence qu’on en 
deduit. 


V. 

Je dis que l’dquation U M) „=o, considdrde par rapport a x, 
admet au moins m racines reelles, quel que soitjp, et envisagee 
par rapport k y, n racines rdelles quel que soiL x. Employanl en 
effet la belle mdthode donnde par Legendre dans les Exercices de 
Calcul integral pour les fonctions X„, je supposerai i racines 
reelles, 



f(x) = (x — X\) (x — x-i ).. .(x — a?*), 
— f(x)\? (x), 

je prendrai 6(a?) = f(x), ce qai donne l’dgalitd 


s: 


e 


f^ix) F (x) dx — o. 


On en conclut que le polynome F(a?) change de signe au moins 
une fois enlre — oo el + oo, sans quoi I’intdgrale ayant Ions ses 
Elements posilifs ne pourrait s’dvanouir, de sorte qu’on peut ajouter 
nne nonvelle racine rdelle aux prdcedenles, el poursuivre ainsi 
jusqu’a ce qu’on soil amend a la limite du degre de 9(a?V Cela 
donne par consequent m racines rdelles pour x, et en operant sury 
on trouverait de mime le rdsullat annoncd. Mais on peut aller plus 
loin et dtablir que I’dqualion 0^,,= o, consideree par rapport a x 
ouy, a toiijours Louies ses racines reelles. 

Remontant a cet ell'et a la delinition memo de nos fonctions, 
savoir 




dx ,n dy n 


je remarque qu on a pour m = o 

- 7,r> tt , x „ d ' l e 

e - U 0l „ = (—i)" 


-5 


dy ,L 


de sorte qu’on peut ccrire 




,d»>e i?|,, '' rl Uo ia 


Or on a, d’aprds I’expression gindrale prdcddemment donnde, 
U 0 ,«= K(rj, c), 

et, en vertu de la liaison remarqude enlre F„ et les foncl ions U„ k 
une seule variable, nous sommes ddja assures que liquation 
LI 0)W =o aclmet n racines rdelles par rapport k vj = bx -f- cy, et 


de 


—-^-2 a n — i racines dans Fintervalle des precedenles. 

dx 1 

Mais, en raison de ce meme facteur exponentiel, Pexpression 

e 2<? J U 0 ,n s’annule pour x =—oo et a? = 4-oo, d’ou resulte 
ndcessairement, dans la ddrivee, deux nouvelles racines, Tune entro 
— 00 et la plus petite racine de Pequation U 0 ,«= o, 1’autre entre la 
plus grande et + 00. 11 est prouve par la que la nouvelle equation 
U| iW — o admet n -f- 1 racines; et, en continuant de proclie en 
proclie le meme raisonneinent, on elablira l’existence de m 4- n 
racines reelles pour Pequation U„ t , w = o, dont le degrd est m-hn 
par rapport a x. La mdme chose aura lieu dvidemment a l’dgartl 
de j - , et notre proposition se trouve ainsi deinonlrde. 


VI. 

Je terminerai par une remarque sur la valeur limite, lorsqu’on 
suppose n tres grand, destermes du developpement d’une fonction 
F(a?) par la formule 

ou le coefficient A„ est, comme onl’a dit prdcddemrnent, determine 
par la relation 

A re =--- [/— f e 2 U„ F (x)dx, 

et qui pouiTa servir a la recherche des conditions de convergence 
de ce developpement. Suivant a cet effet la methode domn.ee par 
Laplace dans la Conncdssance des Temps, ann^e 1827, et appli- 
qude par ce grand gdometre aux fonctions X„ de Legendre, je 
reprdsenterai I’intdgrale de l’equation 

d* U„ d U tt 

—j—z - ax —- -1- an U„ = 0 


par 


\] n = p %\n{x ^ an) q cos (x\/an). 



ax p — 


dx V /7m\ dx - dx ) 




dq 

dx 


— axq 


'__( ctl P 

s/an \ dx - 


dp\ 
dx / 


el par suite, en negligeanl les termes divis^s par \Jn, 


d’oi'i 


dp dq 

axp — 2 ^ = °> ' axc i ~ ^ dx = °’ 


p = cue * , q = p<3 


Les conslanles a et [3 se ddterminent d’apres la condition que LJ rt 
soit une fonclion paire ou impaire de suivantque n est lui-meme 
pair ou impair, el en comparanl au premier lerme des ddveloppe- 
menls 


(— i) 2 U„= 1.3.5.. .n — i.a 2 -.. j, 

On obtient ainsi pour n pair l’expression limile 

A„U /i = i/~e 4 cos(x/an) x ^ j' e 4 F (x) cos (x/an) dx, 
et pour n impair 

A,jU«=^/^-e 4 sm (x\/an)x^-J' e 4 F(a?) sin (arv/cm) dx. 


Rn meltant dans les inldgrales —= au lieu de x, on peut dire 
/an 


encore que les termes du developpemenl ^A«U W tendent de plus 
en plus a se confondre avec ceux de la sdrie 


^ — [a n cos(x/an) + b n sin(a?/an)], 



«•-=£ 


7 F ( —— ) cosa? dx , 


Ces expressions en serie au mojen du poljnome U w , d’apres une 
observation iinportante faite par M. Bienaymd a 1’occasion d’un 
Memoire de M. Tchebichef [£&/' les fractions continues ( Journal 
de M. Liouville, annee 1 858)], appartiennent a cette categoric tres 
etendue de developpements qui donnent des formules d’interpola- 
tion par la m^thode des moindres carres. Je remarquerai enfin epic 
la quantile U w s’oflre dans la theorie de la chaleur el a ete dtija 
consideree par M. Sturm dans son beau Memoire sur une classe 
d 1 equations ctux differences par tie lies (*). Si l’on designe par u 
la temperature d’une barre non homogene, dc petite epaisseur, 
placee dans un milieu d’une temperature constanle, on a, eomme 
on sait, Tdquation 

- -(*£) , 

Considerant le cas ou, pour #=£, £ = la function u s’annulc 
avec ses n — i premieres derivees par rapport a x, M. Sturm donne 
l’expression suivante 

— 0= A (y) ( p + e )’ 

ou le polynome P, en faisant 


a pour valeur 


P _ ___£!^i!_ 

~ (“in) {in — 2 ) 


Or, on a ainsi precisdment la fonction <2Sa ^ n ^ en supposant 
la constante a egale a -■ 


EXTRAIT 


d’une 

LETTRE 1 DE M. HERMITE A M. BORCI 


Journal de Crelle, t. 64, 1 865, p. 294 . 


« Partanl de ce resullal si beau de Jacobi, savoir 
X = 1 

11 i .2.. .n .2" dx' 1 ’ 

j’ai considdrd des polynomes a deux variables 

d n (x 2 ■+■ y* — i) n 
dx* dy§ ’ 

sous la condition a +- [i = n, ou plus gdn^ralement 

d" (ax*-h 2 bxy -+- cy* — 1 ) n 
dx * dyfi ’ 

en imitant exaclement comme vous voyez le mode de g£n 
pour passer des sdries elliptiques auxsdries ; 


apporter au radical \J i — 2 ax -(- a 2 , et c est aux expressions sui- 
vantes 

y/1 — lax — a by a 2 -t- 6 2 , 

ou 

1 — iax — 2 by 4a 2 +2Ba6 + C , 

que je me suis arrete tout d’abord. La grande importance du deve- 

loppement de la fraction — appelait dgalement mon 

attention sur l’expression-^- : - rz> et c’est ici ciue 

r i~iacc — ‘iby -t- a 2 H- o 2 1 

j’ai un premier rdsultat a vous indiquer. 

» Soit en effet 


-L- ; - j- =ya«6PU a ,R, 

i — lax — iby -+- a- - 4 - o 2 K 

U K) p sera un polynome entier en x et y du degrd a ■+• ( 3 , et Ton 
aura 

J J Ua,pUy,8^^/= O, 

1 ’integrale dtant prise entre les limites definies par la condition 
x% + 3 '* = I) 

sous la condition que la difference a+{ 3 —y—S ne soit pas nolle. 
Mais, en integrant le produit de deux polynomes diffdrents, on 
n’obtienl plus zero, s’ils sont du lueme degre. Pour retablir l’ana- 
logie avec les fonctions d’une variable ayant pour origine le deve- 

loppement de t + ai et c I u i semble ici se perdre, j’ai pensd 

a deduire des polynomes U a ,p d’unmdme clegrd, d’autres en mdme 
nombre qui en dependent lindairement, auxquelsje donne la deno¬ 
mination V K) p, de maniere a avoir 

j' J' Ua,p Vy,8 dx dy = o, 

toutes les fois que les deux indices a et ( 3 , y et 8 ne seronl pas 
simultandment dgaux. Ce sont prdcisdment ces polynomes qui 
m’ont donnd la generalisation des fonctions de Legendre que je 



v-juiisiuerani ia lorme icrnaire en «, u, c 


c- -+- ‘iacx -+- ibcy -+- a*H- 6 2 , 
j’observe qu’elle a pour forme adjoinle 

(c — ax — by ) 2 — (& 2 h- b-) y 2 — i); 

or en y faisant pour simplifier c = i, c’est le radical 
/(i — ax — — 

dont le ddveloppemenl donne naissance aux polynomes V K) p, el, si 
l’on fail 


/(i — ax — by ) 2 — (a 2 b ' 1 )( x % -+- y- — i) = ^ a°-b$ V ai p. 


on aura ce nouveau rdsullat : 
a Soil 

n.n — i 


= n, 


les polynomes V ai p scronl exprimes de celle maniere : 

y _ rf"(a?» + .ya — 

a, p 1 .1. 3 .. .n .2" dx*dyfi ’ 


et I’on oblient l’analogie aussi complele cjue possible avec les fonc- 
tions de Legendre. Opdranl done corame le fail Jacobi (Journal 
de Crelle , t. 2), au moyen d’intdgrations par parlies successives,, 
je trouve quelle que soit la fonction F(^r, y) 


II 


F(a?, y) 


<afop 2 +y 2 


dx a dy$ 

=<_,)» f 

J J dx a dy$ 


})1 


(x 1 -hy 2 — i ) n dx dy, 


entre les limites 
J’en conclus que 


x--\- y-^x. 

J J V«,p V^,hdxdy = o, 


si les degrds a -j- (3 et y o ne sont pas les m£mes, comme cela 


si 1’on fait abstraction du f'aoteur x ou y, suivant que a ou (3 est 
impair, represente une courbe ferinee, la distance d’un quelconque 
de ses points a l’origine etant moindre que l’unit^, de sorte qu’elle 
est comprise dans l’inlerieur du cercle 
x 2 -h,y*= i- 


D’apres l’egalit^ fondamentale 


If 


Ua,p Vy,8 dx dy 


0, 


Lantqu’on n’a pas a la fois a = y et {3 = S, on voit que, dans l’intd- 
rieur de ce cercle x--+-y- = 1, toute fonction F(a?, y) pourra ^tre 
ddveloppee de ces deux manieres 


F(®, y) = 2 au m> F(^ y) = 2 BVa ’P’ 


qu’il semble impossible de ne pas considerer en inline temps. J’ai 
deja trouve un fait semblable d’un double mode de d^veloppemenl 
en m’occupant des polynomes tir^s des d^rivees de la fonction 
e ax*+*b.v y +cy' (Comptes retidus, 1864) ( 1 ). 

» Les integrates suivantes qu’on obtient facilement, 


If 


dx dy 


(1 — 2 a x — 2 by ■+■ a 2 -t- Z ? 2 ) ( 1 — 2 a!x — >.b'y -+- a ' 2 • 4 ~ 6 ' 2 ) 

it ab' — ba! 

—n-r—r arc tang-^, 

ab — ba D 1 — aa — bb 


If 


dx dy 


(1 — ia'x— ib’y -+- a' 2 -f- 6' 2 ) [( 1 — ax — by ) 2 — (a 2 -+- Z> 2 ) (a? 2 H-jK 2 — 1 J] 2 

log(i — aa'— bb' ), 

a : 2 n-y 2 l r, 


-bb' 


suffisent pour etablir les points essentiels de la tlteorie des fonc- 
tions U et V; je donnerai plus tard dans les Comptes rendus 
quelques autres details. » 

Paris, 27 janvier x 865 . 


( l ) Voir aussi Hermite. OEuvres. t. II. d. 2o3. 




SUR DEUX INTEGRAEES DOURLES. 


Annales scienttjiques de I’Ecole Nor male superieure, 
i rc serie, l. IJ, 1 865, p. 49- 


Une question relative k un certain mode de d^veloppement en 
serie des fonclions de plusicurs variables repose sur la determina¬ 
tion de l’integrale multiple 

a C C r d.r dr -. - du 

K ~JJ-J w . "■ 

oil les qualities P et P' ont pour expression 

P = i — <iax — iby —...— ‘i.lu -+- a 1 + i’+...+ l i 1 
P' — i — %a!x — -ib'y 2/' w •+• a' 2 -t- &' 2 -b...-t- /' 2 , 


et l’int6graLion devant £tre dlendue a Loutes les valeurs des 
variables x, y, ..m, qui satisfonl a la condition 

y % -+- • • • « 2 =i- 

En posant 

Q =(t — ax — by — /a ) 2 — (a 2 -|- 6 2 -b...-b l*)(x*y* 1 - a 2 — 1), 


la m£me question exige aussi la determination de l'int^grale 


=//•/ 


dx dy... du 

p VQ 


entre les mcbnes limites que la pr^cedente. Me bornanl an cas de 
deux variables seulement, et en employant les m^thodes elemen- 



= a- -+- 
- a' 2 -b ' 2 ; 


j’introduirai comme auxiliaire un angle 0 ddfini par les egalites 


aa! -bb' 


et je ferai an premier changement de variable, savoir 

at-^bj] bt — a-r\ 

sc — —- v = — 2 - •> 

r J r 

par lequel l’int^grale A prendra cette forme plus simple 

A= r r __ 

J J (i — ir\ -+- r 2 ) f i — 2r'(5 cos 0 —I— ifj sin 0) -l- r' 2 ] 

Les limites d’ailleurs seront determinees comme prdc(±dcmmenl 
par la condition 

de sorte que l’int^gration par rapport a r, devra s’efiectuer depuis 
'9 = — y/1— £ 2 jusqu’a r,=-f-y/i— On Lrouve ainsi pour 
r£sul tat 

_ i _ i , i — 2 r'(£ cos 0 — \J i — £ 2 sin 0) -+- r' % 

i—zrt + r* ar’sinO ° g i - 2 ,•'(£ cosO -+- s/T^H 2 sin 0) ■+■ r'* ’ 

et c’est cette expression qu’il reste a int^grer de £ =— i a £ =-+-1. 
En posant 

\ = coscp, 

on obtiendra pour A la valeur suivante 

A = _ 7 ^- 5 r<k -cos( T + q)+>-'^ 

2 rsinGj 0 ‘i — a r cos <p-+-r 2 ®i — i r'( 


ou plutdt, en multipliant et divisant par /•, 


A i(ba'— ab') f Q a 


- loj 


•' cos — 0) —i— r' 2 


- %r' cos(<p -l- 9) -I- r' 2 


i — 1 rcos <p -+- r 2 ° l — ar'cos(ep— 0)H 



SUR DEUX INTEGRALES DOUBLES. 


315 


Je supposerai expressement qae r et /•'sont tous deux moindres 
que l’unitd, de manidre a pouvoir faire usage de ces ddveloppe- 
menls : 

rsincp . ... , . 0 

- - - = r since -f- pi sin 2 cp -t- / ,3 sin3ce . 

i — xr cosep /' 2 

— ^-log[i — xr' cos(cp -+- 6 ) -4- r' 2 ] 

= r’ cos(cp -f- 0)H-— cos2 (cp 4-0J-H — COs3(cp -+- 0)-H. .. 

— - log[l — xr’ cos(<p — 0)-4- 

/•' 2 /’'3 

= r’ cos(cp — Q)-+- — cos 2 (cp — 0)-+- — cos3(cp — 0)-f-- 


On conclut des deux derniers 

i i — x r' cos (cp -+- 0) -+- v' % 

4 i — xr' cos(cp— 0)-i-/’' 2 

= r sin cp sin 0 ^-sin 2 cp sinaO H—— sin 3 cp sin 30 

de sorte que l’on est amend a inldgrer entre zdro elTcle produil de 
deux sdries 

(r sincp -+- r 2 sin ca cp -+- r 3 sin3cp H-...) 

X ^r' sincp sin0 -+- *— sin 2 cp sin 2 0 -+• ~ sin3cp sin3 0 •+-.. 

Or, en verlu des relalions, 


p sm m cp sin n cp = o, 


J f ofcp sin 
o 

/ dm sin 2 mm = — > 

• 2 

on oblient ainsi, pour la valeur de A., ce ddveloppement 


ba! — ab' 


■^2 ^>'2 ^ /^3 

'sinO-f- ■ sin 2 0 H-^— si n 3 0 - 



3l6 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 

Observant enfm que l’on peat ecrire successivement 

/— i sin 6) 
■/’'(cos8 -!-/—i sin9) 
/•/•' sin0 


. i— rr' e~ 91 , i — rr'( cos 0 

Io§ -T77T = log -“- 

l — rr e 9 vC -‘ 


= log- 


i — rr cos 1 


;»/=T 


= log - 


i — rr' cos 8 v 

ba '— ab’ 

[ — act — bb' 


bn! — ab' 


-bb' 


7V /=-i 


on. arrive defmitivement a ce resullat tres simple 

A 


it ba — ab 

7— ; - y, arc tang- ; - j-y • 

ba — ab \ — aa — bb 


Je considere en second lieu l’int^grale B, savoir 


II: 


dx dy 


(i — v.a'x — ib'y-y a!' 1 -t- 6' 2 )[(i— ax— by)- — (a 2 -1- b i )(x' L -\-y i - 

elle devient d’abord, par la substitution lindaire, 

__ a! \ — b' T) _ b'\ -t- a'r, 


-// 


y = 

d\ d-(\ 


(r — 2 r'\ -+- r' 2 ) [(i — r cos0£ — r sinQir) ) 2 — (£ 2 -+- V — i)/- 2 ] 2 

ce qui conduit a intdgrer, en premier lieu, par rapport & la va¬ 
riable r\. II convient, a cet effet, d’employer des logarithmes ima- 
ginaires, en se servant de la formule 


{-= 

J Jkx- 


dx _ f kx-h B 

-+- 2 B # -i- C I A. g V /A 


- s/kx *- 


et en remarquant que les valeurs limites de tj donnent ^ 2 -4— */| 2 = 1 , 



cette integration, par rapport a tj, entre les limites tj =— y/i — 
rj = -f- yj i — £ 2 , la quanlite 

1 _ 1 j i — rcosO(£ — /ziy, — ga) ^ 

1 2 r $ -l- r 2 />cos0v/—i i — /’cos0(5-t-v/— W 1 — £ 2 ) 

et il s’agit de binlegrer par rapport a £ entre les limites £ = — i, 
£ = 4 -1. 

Je ferai comrae pr^cedemment 

£ = coses, 

ce qui donnera, apr£s avoir multiple et divis^ par /•', l’inli'grale 
definie 

_ t r U i r'sino i . i — r cosOe-?'''- 1 

rr cosO J Q T i— id cos<p ■+■ r 2 s /ZT l i - /• cosO e?*'-! 

et, en admettant toujours la supposition d£ja faite de r el r' 
moindres que l’unit^, je ferai usage des developpemenls 

-- S -‘ - ^ -- = r' sincp -+- /•'* sin2© -t- r ' 3 sin 3 9 -H. .., 

1 — 1 r coscp -1 - r 1 1 

f . i — r cos Oe~f v/ -‘ 

—7= log- - - J=r 

2/—1 1 — r cosOe? v '" 1 

. . /’ 2 cos 2 0 . /’ 3 cos s 0 . - 

= /-cost) sin<p h ---sinacp -I-^-sin dtp -k... 


Maintenant, si Ton integre entre les limites zdro et it le produit 
des seconds membres, on trouvera immddialement 


B = - 
rt 

c’est-a-dire 
B = — T 


)[' Vc 


( rr' cosO) 2 ( rr' cos0) 3 

- I 3 


R l °S 


i — rr' cos0 aa'+ bb' 


log 


1 — aa '— bb') 


G’est le r^sultat que je me proposals d’^tablir; je me borne en 
ce moment a remarquer que les constantes a , b , a ', b' n’y entrent 


tivement a A, il est possible seulement de changer a et 6, d’une 
part, en at , bt \ o' et b ', de l’autre, en y, y; ce sont ces propri&es 

qui servent de point de depart a l’extension aux fonctions de plu- 
sieurs variables de la theorie des fonctions X„ de Legendre. 



SUR 


QUELQllES DEVELOPPEMENTS EN SERIE 

DE FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 


Comptes rendus de V Accidemie des Sciences, t. LX, 186 5 (I), 
p. 370, 43 -ji, 161 et 5 ta. 


Jjes recherch.es que j’ai eu l’honneur de oominuniquer a l’Aca- 
dcinic sur les derivdes des divers ordres de l’expression 


ou cp(#, y, s, ...) reprdsente une forme quadralique ddfinie et 
positive, el dont se tire un mode de developpement en serie de 
fonctions de plusieurs variables ( 1 ), m’onl amend a fa ire une dLude 
attentive des fonctions X« de Legendre, com me offrant l’exemple 
le plus important el le type des propridles que j’ai remarqudes dans 
les polynomes U rt ... definis par I’dquation 

y-/i„ s-/t„ ...) = e -cplx,y,3,...) V* -.-l/* 2 • U„ „« . 

J’ai dtd ainsi conduit & une generalisation sous un nouveau point 
de vue de ces fonctions X„, je veux dire a un syst&ine de poly¬ 
nomes d’un nombre quelconque de variables ayant une m£me ori- 
gine que ceux de Legendre, ce qui n’avait pas lieu pour les quan- 
titds U rt) n\n\ et a 1’dgard desquels on retrouvera la plupart des 


(‘) Comptes rend us de VAcademie des Sciences, t. LVIII, stances du 11 jan- 
vicr et du 8 tevrier. Voir aussi Hkrmite, QEuvres, t. II, p. 293. 



theoreme de Jacobi, savoir : 


X = 1 d' l (a ? 2 — Q" 

n i .1 .. dx n 

Ce systeme de polynomes, et un autre qui s’y joint immddiale- 
ment, conduisent a des developpements de fonclions de plusieurs 
variables, x, y, z, ..., dans I’etendue limitde par la condition 

x i -^y--+- z*-h.. i, 


ou plus gendralement 

z, 

le premier membre de l’inegalite etant une forme quadratique 
definie et positive. La methode si fdconde et si connue depuis 
Fourier, consistant a determiner les coefficients par l'integration 
apres avoir multiple la fonction par un facteur convenable, s’ap- 
plique encore dans ces nouvelles circonstances, mais avec une 
modification qui semble caracteristique pour les fonctions tic 
plusieurs variables. L’interet de ces nouveaux developpements, 
d’ailleurs, consiste surtout en ce que les variables y sont traitdes 
simultanement, de sorte qu’ils ne rdsultent pas, comme le plus 
souvent, de l’application repdtde du meme procddd sur cbacune 
des quantitds x, y, z, ..., successivement considbrde comme 
variable unique. Enfin on peut prosumer que ces polynomes donne- 
ront la solution de questions de minimum ou d’interpolation du 
genre de celles qu’a traitees M. Tchebichef, et cette dtude a die 
amende, je dois le dire, par di\erses questions que m’a posces plu¬ 
sieurs fois sur ce sujet notre savant confrere. 


1 . 


L’expression 


— lax -+- a 2 , 


qui donne naissance aux fonctions de Legendre et aux formules 




tions, 


(i — 2 ax -+- a 2 ) 2 =^a n X„, 

/ . V sin[(n-t-r)arccosa?l 

(1 — 2 ax -+- a 2 )- 1 = 2 _, a --- — — - -- 

^ yi — x 2 

se prele aa mode de gendralisalion ddcouvert par Gopel et M. Ro- 
senhain pour passer des sdries eJlipliques de Jacobi aux fonclions 
abeliennes d’un nombre quelconque de variables. En comparanl 
en effet ces deux expressions 



on est amend naturellemeni a l’dtendre de celle maniere 
i — 2 a x — 2 by -+- gcC- 2 hab -+- g' b ' L , 
ou bien, avec n variables, cc, y, z, ..., u 

i — 2 ax — 2 by —...— ‘iku -+- tp(a, b, c, 

o(<7, 6, c, ..A - ) dtanl un polynome homogbne et du second degrd 
en a, b , k. Meltant, avec une inddterminde de plus, sous 
forme homogcne, 

l - —2 alx — ibly -+-. . . — 2 klu + (p(a, 6 , ... /c), 

nous considdrerons dgalemenl sa forme adjointe ou conlrevarianl 
quadratique qu’on obtient aisdmenl comme il suit. Soient 

<\;{a, b, . .., k) 


la forme adjoinle de ©, A son invariant, en faisant, pour abrdger, 


X(«> 


/c) = 


' d<\> d’b d<b \ 

x lL- Sry -aL^---*-dk)' 


on trouvera pour resultat 

[M —x(«, b\ . . A)]* — <Ka, b i ■ • / 0[ ( K a7 ,7, • • - j A L 
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et au cas le plus simple ou Ton suppose 
cp(a, b) = a,*-\- 6 2 , 

ce qui conduit aux quantity 

i — 2 ax — iby -+- a^-h b-, 

(i — ax — by)* — (a*-±- & 2 ) (x^-hy- — ^) 

^i—iax — iby -h aHi—y-)-+-zabxy + bHi — x*). 

Gela pose, les fonctions dont nous allons etudier les d<$veloppe- 
ments sont les suivantes que nous r^unissons en deuxgroupes, 

savoir : . . , 

(i — ‘lax — iby -+- o 2 ) 

[i — 2 ax — 2 by -+- a 2 (i — y 2 )-t- i a b xy -+- 6 2 (i x -)] i 
et en second lieu 

_ i 

(i — lax — iby ■+■ a 2 -+- b 2 ) 2 , 

— 2 ax — iby -+- a 2 (i j 2 )- 1 - i&bxy -+- 6 2 (i — cv-)] 

Leur analogie avec les fonctions d’une variable, qu’elles com- 
prennent comme cas particular en supposant b = o et y = o, se 
rapporte done a la fois aux polynomes de Legendre, et aux for- 
rnules pour la multiplication des arcs dans la ihdorie des fonctions 
circulates. 


II. 


Soit en premier lieu 

(i -iax — 2by-+-a^-h b^)- l = ^a' n b' l \, n ,n- 

On reconnaitra imntdiatement que Vm,n esl un polynome entier 
en x et y, du degre m + n , mais ayant x m y n pour seul et unique 

A n rlarrro On aiirfl T\fir PYP TlDl 


■et 


Vo,3= 8y 3 —'\y, 

V 4 , 0 = 16 a- 4 —i2# 2 -i-i, 

V 3)1 = 64 x 3 y — 'Z^xy, 

V 2 ,2= 96 x'-y* — izx 3 — 1 
Vi,3 = 6/1 xy 3 — z^xy, 

V 0 ,1 — 1 6y‘ t — 1 zy- -f-1, 

Rdciproquement 011 pouri'a exprimer x m y n en foncLion lindaire de 
Y m „ cl des polynomes du degrd moindre, de sorte c|ue la formula 

2>'».» v . 

reprdsentera, en ddterminanl convenablemenl les conslanles, loul 
polynome enlier cn x el y. Voici mainlenanl leur propridld fonda- 
anenlale. 


Considdrons l’intdurale double 


dx dy (1 — 2 ax — 2 by -t- a 2 -+- & 2 )-> (1 


les variables dlanl limitdes par la condilion 


~‘2.b'y-+-a’' i -hb')- 


‘Un calcul, pour lequel je renvoie an x Annales de Vacate Nor- 
male superieure (annde 1 865) ('), conduit a la valeur 


On voit que celte expression ne change pas en y remplaganl a et b 
par at et bt , a 1 et b' par y, y, de sorte que t doit disparaitre dans 
i’intdgrale 


^ I" dx dy^i^a m b ,l t m+ ' l Y ,„', l y ^ji^a'V-b'v t-V'-'ty y it v. 




entre les limites 


If 


dx dy\ nit „y j^,v= o, 


lorsquc les degrds m + n et p. + v sont dilTdrents. Celte proposi¬ 
tion, met sur la voie d’un developpement tel que pour 

tonte fonction F(a?,y), les variables etant assnjetties a la condition 
Elle ne suffit pas toutefois pour la determination dcs 
coefficients, et c’est en ce moment qu’il est ndcessaire de consi- 
derer la seconde fonction dont nous avons parld, a savofr 


[ 1 — 2 a x — a by a 2 (i — y *) 2 b xy -+- 6 2 (l — cc -)] 2 . 


111 . 

Designons par U TO)/2 les polynomes entiers en x ety, du degre 
m -+- ft, ayant pour origine le developpement 


[i — 2 ax — 

• iby-y a 2 (i — jK 2 )-t- 

labxy 6 2 (i — oc-)\~ 2 = 

2 “"* 

et dont voici les premiers 




Uo,o 


U 3 , 0 

= A (5 a? 3 + 3 xy- ■ 

- 3 a?), 

U[,o 

i = a?, 

Ui.i 

3 

= -(s^r-t-r 3 - 

-y)> 

Uo.i 

=r> 

u,, s 

3 

= - ( 3 xy- 4- x % — 

~x), 


,= A (3 x*-hy* — i), 

Uo,3 

— ^ (5jk 3 -r- 3 x z y 

— 3jk) : 


U,,! = 2xy, 

U 0j2 = - (3y 2 + x 2 — t): 




x +Y = 1 j savoir 


= J' J ' dx dy( i 


- ia! x — ib'y - 4 - a' 2 -h 6' 2 )-> 


x [i — lax ~~ o.by a -(i —jk 2 )-+- labxy -+- 6 2 (i — a? 2 )] 2 , 
va nous donnerleur propriety fondamenlale. On Irouve en effet 

B = — T~ — r n F> g- -■ -ttt) 

ua bb i — aa — bb 

valeur qui ne change pas en y remplaganl a, b, a', b 1 , par at, bu, 
— • II en rdsulte qu’on a gdndralement 

t ll ID 

J J dx o, 


si les indices m el jjl, n el v ne sonl pas dgaux en mdme lemps; et, 
dans l’hypo these conlraire, on obtienl 


II 


dxdyV ln , n U /n , 7i 


ni -+■ n -t- i 


Nous pouvons done ddlenniner mainlenant par la methode ordi¬ 
naire les coefficients du ddveloppement considdrd plus haul, savoir 

on Irouve ainsi 


II 


dx dy F(ar, y)'^,n,n = 


- 2 .. .n -+- ni 


m -+- n -+- i 


l’intdgrale dlanl prise enlre les limiles x- cl c’esl dans 

l’obligation d’inlroduire le facleur U W i,« dilfdrenl de V W)// , que 
consisle d’une manidre generate, nous pensons, a i’dgard des fonc- 
lions de plusieurs variables, la modification caracldristique donl 
nous avons parld en commengant. On pourrail dgaleinenl poser 


F ( a7 »JK) = 2 B '^ 


,„u„ 


mais e’est au premier ddveloppement que nous nous altachons de 


de 1 expression suivante 


^ _ i d" l+n {x --+- y -—i 

\.x... in.i. 2... n. •x' n+a dx' n dy 

qne nous allons etablir. 


IV. 


La serie donnee par Lagrange pour la resolution de liquation 


c'esl-a-dire 


x-h af(z), 


c?(*) = o(a7)-h ^/(x)o'(x) 


a 2 df ' l (x) cp'fa?) 
1.2 dx 


cd d' 1 f z (x)tp'(x) 
1.2.3 dx 2 


peut etre presentee sous une autre forme qu’il est necessaire d’eta- 
blir pour l’objet que nous avons en vue. Supposons d’abord & = o> 
a = r, je I’ecrirai de cette maniere 


?U) = ?(o)h-[/(*)o'(5)] 3=0 + - 


' d /Hz) y'{z) 
dz 


ou encore 


jf <?(*) dz = [/(*) <?(*)]*=o -+- ~ ]. =o + --- 

en remplagant o'(z) par cp(s). Mainlenant faisons 

f(z)=F{x + az), 

<?(z) = <!?(x -+- az), 


ce qui donnera evidemment 


-+- az )— 
a 

__ d F(a?) ‘£(37) 
dx 


a d* F 2 (a?)«i>p) 
^"1.2 dx 2 


et en simplifiant 


dx 
= <t>(x) 


dz\ 


az) 


a d F(a?) $(3?) 
1 dx 


a* d » F 2 p)<£(;g) 
1. a ^ 37 2 


Mais, liquation en z etant maintenanl 


on en tire 


z — F(x -+- az) = 0, 


dz 1 

dx 1 — aF'(x-\-az) 


de sorte qu’en posanl 

rf(s)= z — F(a? -+• az), 
il viendra en dernier lieu 

<i> (37 -+- az) .. . ad F(x)<I>(x) « 2 d i F 2 (x) $(x) 

—7, -- =<J>(a7)H-*-7—--1- 7 T . - 

§' (z) 1 aa? 1.2 a.r 2 

Sous celte forme nouvelle, on peut appliquer 4 la s&rie de 
Lagrange le procddd qu’on emploie dans les <£ldments pour dtendre 
aux fonctions de plusieurs variables la sdrie de Taylor 

FO-b A)= F( 37 )-h yF'(a?)-t- ~F"(a?)-+-.... 


Ainsi on fera d’abord x — 0 , a — 1 , se servant de ce cas parti- 
culier pour y introduire, au lieu de F(.z) et <Dp), les fonctions 

F(xaz, ybz), <£(37-4- az, y -+- bz), 

et l’on parviendra &ce ddveloppement oiil’on a mis, pour abrdger, 
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savoir: 

i\z) 


Q?(xaz, ybz) dF<£ 

—- a - 1 - j-t- 

dx 1.2 dx- 


.d F<1> , c? 4 F s <r> 

- b —.— -+- ab -j -j- 

d y dx dy 


i. 2 dy* 


ou bien 

<f>(a- -t- a z, y -t- bz ) ^ ab " d ,,L ^~" F'^M 1 

$\z) _ i.2,.. m . l. 2. .. /i dx" l dy a ’ 

l’equation en £ dtant 

rf(*) = * — F(a? + a^, JK+ M = o. 

Cette consequence de la formule de Lagrange donne le th.6oreme 
que nous avions en vue d’dtablir; snpposant en efTet 

F(», y)=x*-t-y i — i, &(x,y)= i, 
et remplagant a el b par 1’equation devicnt 

$(*)= *-(*+■ + l = °- 

On en tire 

^'(z) = [i — 2 ax — iby a 2 ( t — jk 2 )-F 'labxy -+- b' 1 (i — a? 2 )] 1 , 


et, par s 


[i — 2 ax — %by ■+- <3 2 (i — y i )-h 2 abxy -+- 6 2 (t — a? 2 )] 2 
a /n fan d‘ nJrn (X- -t- y- — i)m-bn 


a m b n 

~ Jmk I . 2 . . .m. I . 2 . . .n. r . 


:. 2 «+'‘ dx ,n dy 11 

Voici ce qui rdsulte de cette expression pour les polynomes U OT) «. 


V. 



avec 1a conunion 


quand m n n’esl pas dgal a p v. Nous le ddduirons de la for- 
mule suivante 


h(-0- 


qui donne 


dx dx‘ 
, d "-» F 
dx' 


IK 4, + (- i)" J *(a;) <fo-, 


, rf'MMa") r , .d"F{x) , 

J a *(-*>-dZr- dx =<•-')"J* 

en supposant que a el b annident <&(«) el ses n — i premieres 
ddriv^es. Consid^rons, en efTet, l’inldgrale double 

j j dxdyV(x,y) --■ 

avec la condition 

x 2 i, 

el commengons par rapport k la variable y I’inlegralion qui devra 
etre faile enlre les limites — \J \ — x-, H- y/ i — x-. On aura 




dy F(a?, y) 


d m +" (x- -\- y -— i) w 


= ( 0 




dy 


dx" 1 dy" 
d"F(x, y) d m \x' 1 y 1 —\) ,n 


dy" 


dx m 


de sorte qu’on peut ^crire 


/f dxdy 


F(x,y) 


d" l ~ Hl ( x' 1 -t- j v 2 — ] yii-h/i 
dx" 1 dy" 

d" F f/w(^ + 7 2 - i)w-t-/;. 


=( - , )“// dxd ?d^ -s= 

Opdrant en second lieu sur la variable x, comme on l’a fait 
sur^, on aura 


J J dxd r F ^y) - d^nfyn - 


et supposant p. -|- v < m -f- n , ce qui annule evidemment le second 
membre. II en resnlte, comme on le montre aisdment, que le poly- 
nome U mj7l est une fonction line'aire des divers polynomes V m +/i,o> 
V TO+II _ ljl , ..V 0 , OT+ », de degre m + n. 

Considdrons en second lieu le terme gdndral du developpement 
de la fonction quelconque ¥(x,y) sous la forme 

savoir : 


— A my n = J J dx dyF(x, y)\] m 


En appliquant la meme formule au second membre, on en 
ddduira 


m + n- f-i 

= (— ])«+•'! 


If 


dx dy - 


n F(r, y) 


dx" 1 dy" 


(x i -+-y-— 




ce qui introduit sous les signes d’integration les puissances d’un 
facteur moindre que l’unite, et qui sont d’autant plus petites que 
les indices m et n sont plus grands. Comme on trouve aisdment 
d’ailleurs 


J' J' dx dy{\ — x 2 — yZyn-t-n—. 


•i) n i • in • d'/i-wi F ( x. y\ 

on aura, si 1 on appelle p /Wj „ le maximum de r expression — ^ xm 

sous la condition i, cette limile supdrieure fort simple 

de A Wijrt , savoir 


A„ IiB < 


i. 2 ... m n . ■ 2 in+ " 


En supposant done que 


,2..,m + n 


ne ddpasse jamais une 
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certainc constante k , les tennes da developpement consider^ 
V m ,n ne depasseront pas nonplus ceux de la sdrie suivante 

_JL_ 

rcpresentant la fonclion 

k (i — •>. ax — by -t- a- -+- b -)- J , 


dans l’hypothese 

[ 7 i 

a — - eL b = - • 

•i . 2 

Mais d’autres propriety du polynome vont encore nous 

montrer, et inddpendammenl de la transformation precedenlc, 
que la valeur de A„ h/l diminue quand les indices augmenlent. 


VI. 

On sait que la fonction X« de Legendre reste, quel que soit n T 
numeriquemenl moindre que I’unite lorsqu’on fait varier# dc — i 
a H-i, et que liquation X w = o admet ontre ces memos limites 
n racines rdelles et indgales. Par consequent, dans Pinldgrale 

/*- H1 

J F(.r )X„ dx, 

F (x) se trouve multiplie par un factcur qui change n + i fois de 
signe entre les limites et sans depasser l’unitd. Or, aux infinimenl 
petits pr£s du second ordre, unc fonction prend dcs valeurs dgales et 
de signes contraires avant et apr^s son passage par zero, la fonction 
F(#) variant alors infiniment peu, on voit que le facteur X„ a 
pour efl'et d’amener dans le voisinage de ses racines des elements 
de l’integrale infiniment peu difTerents et de signes contraires, 
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dont les limites sont determinees par la condition 

a? s + r*= r . 

et reposent sur lcs proprietes suivantes da polynome U W)/? . 

Supposons que les variables x et y reprdsentent des coordonnces 
rectangulaires, la courbe do.nnee par l’dquation U W)/< = o, abstrac¬ 
tion faite du facteur x ou y, suivant les cas, sera toutc comprise 
dans l’interieur du cercle x--\-y- = i; de plus, elle sera ren- 
contrec en m points par une parall&le a l’axe des abscisses, el 
en n points par une parallcle a l’axe des ordonndes. Ce sont les 
changements de signe du facleur U W) «, resultant de ces intersec¬ 
tions, qui ameneront dans les integrations relatives a x ou ay les 
memes consequences et la m&me conclusion que precddem- 
ment ( 1 ). 

Le premier point rdsulte d’une forme de developpement de 
l’expression 

[i — lax — iby-\- a-(i —y-)-\- 2 abxy-+- b-{ i — a? 2 )] 2 , 
qui s’obtient de la maniere suivante. Soit pour un instant 

i 

U = - ; 

i — ax — by 

elle pourra s’ecrire ainsi 

u[\ — (a*-^ b'-){x*+y*- — i )« 2 ]~ *, 
ce qui donnera la s^rie 

u 6 2 ) (x~-\- y" 2 - — i) m 3 h- (a 2 b-)-y" 2 — i) 2 u s .. 

i.3.5... in — i , 

+ ~ " -2 ~' k ' . ' 6. in m 2 «+i + .... 


Faisant encore 


ax h- by = z, 



et, par suite, 


da i d-u 1.2 

dz ( 1 — z)' 1 dz- ~ (i — z) :i 


on bien 


du 

dz 


= m 2 , 


dr-u 

IhF- 


.■i « :i , 


d n u _ i .•>... .n 
dz' 1 ~ (i — z)'^ 1 ’ 


d" 

dz 1 


. .n. ; 


en remplagant les puissances de u par les ddrivdes, cette serie 
deviendra 


i d 2 a i /o b 

+ nrisg l “‘ +i,,,(I ’ +J "- |) ' + " 


Cela posd, nous en ddduirons I’ensemble homogfcne des Lermes 
de degrd A - en a el b , en ddveloppant, suivanl les puissances fie s, 
la quantity 


‘ = 7^=2-. 


ainsi que ses ddrivdes 


da 

dz 


d i u 

~dT* 


2 


n(n — i)z''- 2 , 


Par M on oblicndra cette expression dont la loi est manifeste : 
z k -\- k^ ^ d(a 2 -)- y* — I )z k ~* 


k{k — i)(/c — 'i)(k — 3) i.3 


i. 2 .3.4 


2.4 


a 2-+- 62) 2 (^2 -i-jk 2 ~ i) 2 - 


De sorte qu’en mettant an lieu de z sa valeur ax-\- by, on sera 
conduit & la relation suivanle 


k Ua,o*+“ a ^ c 1 b \}/c~ 1,1 -t-... -t- ctb k 1 Ui^c—i + 

= by) k -\- - ^ - 1 -- d (a 2 -t- 6 2 )(a7 2 H-/ s —l ){ax -t- by) k - % 


Elle met immediatement ce fait en evidence, que pour des va- 
leurs positives des coordonnees, rendanL positive la fonction 
x--\-y- — 1, toutes les quantites Ua j0 , XJ i,i , ..., TJ 1 3 f , U 0 ,a- 
seront egalementpositives. OrU /MjW , suivantces quatre cas, savoir: 

m = o m~ i m = o in == i ) 

| (mod 2 ), 

11 = 0 n =s o n == 1 n == 1 ) 


.ayant pour expression 

FO 2 ,/ 2 ), xF(z*,y*) t y¥(x*,y'-), xy F(x*, y 1 ), 

ne pourra par consequent jamais s’annuler, quel que soit le signe 
•des coordonnees, abstraction faite du facteur x ou y, qu’en sup- 
posant x- -+-y ' 2 — 1 < 0 , ce qui demontre notre proposition. 

Pour en donner un exemple, consid^rons la courbe U W)0 = 0 ; 
on vdrifiera aisement qu’elle est compos^e, suivant que m est pair 

•ou impair, de — ou ° l ^ 1 ellipses ayant pour equations —- -\-y- — 1 , 

ou p est une des racines du polynome X, M de Legendre. Ces racines 
•etant moindres que l’unit£, les diverses ellipses sont bien effective- 
ment comprises dans le cercle 


-hjk 2 = '• 


D^montrons en dernier lieu qu’une parallele a l’axe des y, par 
-exemple, rencontre en n points la courbe U /M ra = 0 , ct remarquons 
.a cet effet qu’on peut poser 


d ,ll ( x--+-y- - 
dx " 1 


{x'--+-y* — 0 '* Z > 


•en d^signant par Z une fouction entiere en x ety. II en resulLera 

y _ _1_ d - 1 ( x ’ 1 -+- y- — u"Z 

* m,n 1. -i... in. 1. -i.. . n . 2«w-/i dy n 

•et sous cette forme le theoreme de Rolle suflit pour montrer que, 
par rapport ay, l’equation U /;2)/2 = 0 admet n racines reelles com¬ 
prises entre les limites — y /i —x- ) -j-y/i — x 1 . Notre courbe esl 
•done effectivement rencontree en n points par l’une quelconquo 

Am A.-. --I -.0 



VII. 


Nous avons clierch^ a montrer, dans ce qui pr^c^de, l’analogie 
des polynomes a deux variables U m)/i avec les fonctions de Le¬ 
gendre, et sous ce point de vue le fait le plus caract^ristique s’est 
trouve dans la relation 

^ _ _i_ d" l +' L (a? 2 -4- y 2 — ] )'"■+"■ 

ln,n \ . 2 ... IH . I /1.2 ln+tl dx " 1 dy ' 1 

si semblable a l’expression donn^e par Jacobi, 

X i d"(x*~x)" 

n 1 .2. . ./I. 2 ‘ dx ' 1 


Maintenant nous devons considerer les fonctions ayant pour 
origine le d^veloppement des quantity 


(i — '2 ax — 2 by -+- a 2 -t- 6 2 )” 2 , 

{[ — a ? 2 — y 2 ) 2 [i — — -iby -t- a 2 (i —jk 2 )H— 'xabxy -+- b-( i — a? 1 )] -1 , 


et que nous d^fmirons ainsi 

{i —iax — "iby a*-+- b*) 2 = 

• (i — a ? 2 —y 2 ) ? [i — u .ax — : xby -t- « 2 (i — y 2 ) 

4- iabxy -+- b ' l {l — a ? 2 )]~ 1 = ^P^a ,n b !l 

Liquation sui^anLe, que nous ^tablirons bicntdt, 

i 

/u-h/H- - 

^ _ i. a... m -4- n (— i)'//+"( 4-n h-i) flf //H " /; (i --ar a —J 2 ) _* 

m,n— j . 2 .. .m .i . 2 .. ./i i.3.5...j(w + /i) + i dx" 1 dy’ 1 

rapproche par la similitude de forme analytique ces fonctions de 
deux variables des expressions qui donnent le sinus du multiple 
d ? un arc au moyen du cosinus de cet arc. C’est ce que rend mani- 
feste ce beau r^sultat d& encore a Jacobi, savoir : 


/i-h - 


ment semblablcs aux prec^dentes, et, comme elles s’ctablissent tie 
la meme maniere, il suffira d’indiquer rapidement les plus impor- 
tantes. 

Voici en premier lieu leurs valeurs dans les cas les plus simples 


= i, 

= 3 ar, 

= 3^, 

= ^ ( 5 a; 2 — 1), 

- i 5 xy, 

3 c , 

= .,5 r —.j, 

- ^(yx 3 — 3a?), 


^1,2= — (7 xy’L—x), 

^o,3= ^(77 3 — 3 jO- 

■<?4,o = y (21 x’*— ( 4 a? 2 -t- i), 

\\i = ~(lx 3 y-xy), 

= -jj~ (63 a? 2 jk 2 — 7 a ? 2 — 7 .X 2 H- i), 
^1,3= -^(3a-jK 3 — ayO, 


Wo,4 = r 4 — i4/ 2 H- i)> 


et en posant, pour abreger, 



p = v/i — a"" 2 —.x 2 , 


t)o,o=?, 

Wi,2=4p(4^/ 2 -t- X 3 —x), 


/ O I)0 = a par, 

'Wo,3= 4 p (?-. 7 3 -+- ar 2 jr — y ), 


O 0 ,l= 2pJK, 

/ O 4 ) o= p (16 a? 4 -H 1 2 ar 2 j' 2 -t-jr 4 — 

1 2 a? 2 — 2y^ -H ) j 

■Oj, 0 = p(4^*-4 -y*— 0, 

©3,1= 20p(2ar 3 jK -+- xy 3 — xy). 


3 !)i,i= 6pa?jK» 

©2,2= 2p(6a7 4 -t-27a? 2 jK 2 -t-6jK 4 - 

-7a? 2 — 7y 2 -t-i), 

Wo,s= p (4 JK 2 -T- a; 2 — i), 

t)], 3 = 20p(2arjK 3 -4- x 3 y — xy) 


103,0= 4 p (2 a; 3 -t-ay/ 2 —ar), 
W 2 ,i = 4p(4» 2 7H-7 3 -r), 

W 0 ,4 = p(i6jK 4 -l-i2a? 2 7 2 -4-ar 4 — 

I2JK 2 — 2a7 2 -Hl), 


Cela pose, les integrations etant touj ours entre les limites ddter- 
minees par la condition 

a? 2 -t- y 2 = i, 

on aura 






lorsque les indices m el p, n et v ne sont pas dgaux a la fois. Dans 
le cas contraire, on obtient 

f f dx dyO m „0,„ *=n(i -!-') ^ '* 

J J \ 'inii+- 3/ i in 

Ce dernier point rdsulte de la consideration d’une integrate double 
analogue & celles cpii ont dLe precddemment ddsigndes par A et B, 
savoir : 

dx dv{i — va 1 x — zb'ya'*--h b'*)~ % (i — — 

X [| — '2ax — •>. by -+- ti 2 (i —JK 2 ) xabxy -+- 6 2 (i — x*)\- 1 . 

Nous allons en donner la determination. 



nous obtiendrons une transformde en £ eL 7), que nous demons 
.ainsi 

G= J J d \ d-q(i — -ir '\-h >' , 2 f*(( — i | 2 — V ) 2 

X [(i — /’ cosOi- — r sin Or ,) 2 — /•*(?*-)- r 2 — 


J <A)(l- ij 2 -- V] 2 ) 2 [(i — /' COS0<; — /’ sin 0Y] )-- r 2 (ij 2 -t- Y) 2 — 0]' S 

qu’on peul decomposer de cette maniere 

--r* J" d-q( i — r cosO£— /’sinOrj — /’y/i; 2 -4 -yj 2 —i)~ l 

■+■ ^- J” d-q (i — r cosO!j — /• sinOy] -+- ry/|j 2 -l- y) 2 — i) _1 . 

En faisant 

Y) = y/1 — £ 2 COSCp, 

on devra, d’apres les limites de vj, faire croitre l’angle cp de zero- 
a it, et, si Ton pose 

L = i — /• cosO£, 

M = /• sin0/r — 

N = rs/~T-$, 


ces integrates deviendront 

y /1 — !■- r % since rfcp y/i — £ 2 r % _ sirup do _ 

%ir J 0 L — M coscp— iN sincp iir J Q L — M coscp -+- iN sincp y 


ce qui peut £tre evidemment reduit a l’intdgrale unique 

y/1 — £ 2 r~*~ % sincp i/cp 

2 ir L — M coscp — iN since 


Introduisant en dernier lieu la variable e^—z, nous serons con¬ 
duit a integrer, le long d’un cercle ayant son centre a l’origine et 
son rayon egal a Tunite, la fraction rationnelle 

I _ z’l 

z [2 Lz — M (-3 2 -t- 1 )— N (-S 2 — ()] ’ 

dont il n’y a plus d£s lors qu’sk determiner les residus. 

A cet effet, nous supposerons r el i J moindres que l’unile, 
restriction permise, puisque Tintegrale doit &tre developpee suivant 
les puissances ascendantes des quantites a, 6, ab'. Sous cettc 
condition, l’equation 



•ciuiueL une racme imeneure a l unite, car le premier membre 
prend pour z = i la valeur positive 

2 L — '2 M = 2(1 — /■ cos 0 £ —— /■ sin 0 \J 1 — j-a), 


et pour z =— 1 la valeur negative 


j.L — iM=— 2(1 — /• cosOij r sin 0 / 7 ^ 


Or, le r£sidu de la fraction proposee, relatif a cette racine, a pour 
expression 


: ( sin 

2 V 


1 — r cos Oij 


\J 1 — 2 /’cos 0 £ •+• 7’ 2 cos 2 0 / 


en l’ajoutant au r^sidu relatif k la racine z = 0 , savoir : 


#’([ —sinO)v/i— 1 * 

on trouve l’int^grale de la fraction rationnelle 
f (1 — z-) dz 

J *1 


o.Lz — iVJ (^ 2 h- i)— N (> 2 — i)J 

2 ITT /_ I— /’COS 


r cos 2 0 /[ — £ 2 \ / 1 — 2 r cos 0 £ -4- r 2 cos 2 9 J 

el par consequent 

r +% sin ? dy 

2 //■ b — M costp — /N sin <p 

1 — r cosOS; 


/’ 2 COS 2 0 ^ j/j — 2 7 ’ cosOi- -+- 7’ 2 cos 2 0 / 

ce qui r&luiL l’iniegrale double proposee k 

q _ — Tt p + i _flfij_^ _ 1 — r cosOj; _ ^ 

7’ 2 COS 2 °u/_i / I _ 2) 7.t +f 'n!\, /l — 2 /' OOS0£ -t- 7*2 cos 2 ft/ 


Maintenantle calcul s’achibve par les procedes el&mentaires, et l’on 
obtient 


valeur, 


c - ~ TC ( _ = J == \ oe ±+J^±W\ 

aa -+- bb' i — aa bb' , 2 y / aa ' bb' l — sfaaT^bb'} 

etl’on en conclutimm^diatement la proposition ($nonc^e sur l’inlc- 
grale 

f J' dx dy'Qm^n. 

prise entre les limites dete*vun£es par la condition x--\-y i. 


IX. 

Nous allons considerer maintenantle d^veloppement suivantles 
puissances ascendantes de a et b de la fonction 


([ — x % —jk 2 ) 2 [i — 2 ax — 2 by -4- a 2 (i —jk 2 ) 

■ 4 - labxy -+- £> 2 (i — a ? 2 )] -1 = V m ,n, 


afin d’dtablir l’expression d^ja donn^e du polynome 0, W)W . 
Soit a cet effet 

i JL 

P = ax -+- by -t-(a 2 -t- £> 2 ) 2 (a ? 2 -t-jK 2 — 0 2 > 

Q = ax -+- by — (a 2 -t- £> 2 ) 2 (a ? 2 -+- y % — i) 2 ^ 
on voit ais^ment que l’on pourra ^crire 


(i — a ; 2 — jk 2 ) 2 [I — 2 a a; — iby ■+■ a 2 (i —jk 2 ) 4 - labxy -+- £> 2 (i — x‘ l )\ 1 


2tVa 2 4- 6 2 


[ (I — P)-i —(i — Q)-i], 


de sorte que I’ensemble homogene des termes de degr£ k dans cc 
d^veloppement sera 

p/H-1 _ Q*+i 
'i i y/a 2 -+- b 1 



Revenons a la formule 

<f>(\r -+- az, y ■+■ b z) ^ a m b ,L ^m-hiLp/n-h/up 

i'(_z) 2 . .m. i .2. . .n dx ,n dy n ’ 

oil z est une racine de I’equation 

§(z) = z — F(a? h- az , y -+- bz) = o, 

en y changeant, comme plus liaut, a et b en ~ Si l’on prend 
F(v,y)= x n - + y*— i, 
cfCar, y) = -hJK 2 — l) 2 , 

on retrouvera d’abord la m£me Equation en z, savoir : 

jGz*— Ha + K = o, 


en faisant, pour abr^ger, 


G = « 2 -+- b 2 , 

II = i — ax — by , 
K = a; 2 H-y 2 — i. 


Nous en tirerons 

II - i/M 2 — GK 

Z — 2 -~-> 


de sorte qu’ayanl ^videmment 


, / az bz\ r~ 

(.*■ H—— i y-H — ) = /*, 


on en conclura par un calcul facile 
bz\ 


<I> ( X H- - 


> y- 


§'{z) 
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(l _P)-«_ (l _ Q) -r 

et 1’ensemble homogene des termes de degre k en a et b sera 
donne par le developpemenL des puissances fractionnaires sous 
cette forme 

1 .3.5,. .2/c + 1 P^m-i — Q/*+i 
2.4.6. . .‘ik -+-2 + b 2 

de sorte qu’en posant k = m + /z, on a 
i.3.5...aAr-t-i — Q*+i 


2 . 4 . 6 ... 2 /C-H 2 

a" l b n 


=2— 


dm-^n ( x* -4- y 2 — I) 


.m. 1 . 2 . . ./?. 2 " 1 ' | - ,i dx" 1 dy n 

et, par consequent, ce resultat auquel nous voulions parvenir, 

p*+i_Q/1+1 

2 iV« 2 -+- 6 2 


2 n -+- 1 .n -+- 2 . . 

1.2 . .. n 


(m+n+l)(— I yn-+n a m frit d nl+n (l — X *—JK 2 ) 


I.3.5...2(m + 72 ) H— I 


dx m dy n 


On en tire, pour le coefficient de a m b n dans le developpemenL de 
la fonctionproposee, l’expression du polynome ’O m , n qu’il s’agissait 
de demontrer, savoir : 


•O — 11 + 1 • n 2 • • • 11 -t- /n 
m,n r .2 ...n 

m + 1 

(m -+- n-+- l)(— l)rn+n 1 — a? 2 — 7 2 ) 2 

1.3 5...2(/» + n)+r dx m dy n 

En partant maintenant de cette expression et considerant le d^ve- 
loppement d’une fonction quelconque sous la forme 


F(a; r5=VA,„ 
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prise entre les limites 

a ? 2 -4- jk' 2 = i , 

ainsi que sur les proprietds de la courbe 'O m ^ n =. o, les memes con¬ 
sequences que prec^demment; je ne m’y arrdterai pas, pour 
abrdger, et je terminerai par une derniere remarque sur les poly- 
nomes et V m , /2 . 


X. 


Les derives des divers ordres de l’exponcntielle 
dans laquelle cp(ic,y, z, ...) ddsigne une forme quadratique, con- 
duisent, comme on l’a vu, i un mode de developpement d’une 
fonction quelconque, ou les variables peuvent recevoir loutes les 
valeurs de —-oo a + 00 . Or, un pared mode dc developpement 
peutdtre obtenu comme consequence de ces formules 




; U„, 


et de cedes ou l’on emploie Vm,n et et en supposanl x ely 

limites par la condition 

Considdrons en effet la substitution 
_ -6 


on en deduit 


\/1 H- ^ -+- V) 2 
i — iv 2 — y 1 = 


7 = 


vA-t-S* 




d’oti rdsulte que les nouvelles variables pourront s’dtendre de — 00 
a -+- 00 , et l’on est amend par 1& a rechercher ce que deviennent en 
fonction de '5 et vj les .polynomes U W)W et Y W) «. Si l’on fait 



R o , 0 = i 


R 3i o=I(a£ 3 -3^ 


R|,o= S, fk.= ^(ai;>7i--r 1 ) > 

R o,. = v„ Ri,*= —I), 

R*, 0 = Ro,s= — 3-n), 

Ri,i = 2^, Rm= i(8^-24S*-4-3), 

R 0 ,5= ^(2T,*— l).. 

So, 0 = 1 , S a , 0 =4(i; 3 -V£-O- 

Si,o=2f, S 2il =4(5^T)-V-''l)' 

S 0i1 =27). S M = 4(5^$-$»—$), 

S s ,o=3?*-7)* —I, s o I 3=4(v,®-SV-^) 1 

Si,I = 8^7), Si,n = ^ — 1 o^ 2 irj 51 -1— '/]^ — i o<j 2 H- a'r,- —}— I, 

S 0 , 2 = 3-/] 2 — £ 2 — 1 , ... 

Mais, pour cn reconnaitre la nature, revenons aux Equations clc 
definition 

1 1 — %ax — xby -+- a-(t —/ 2 )+ labxy -t- 6 2 (i — ;r 2 )J 2 = U /HlM , 

(i — 2 ax — -iby + a 2 4 - 6 2 ) -1 = b n V,„ yri . 

En posant dans la premiere 



elle prendra cette forme 

[ 1 — 2 a* — 2 (3 •/; 4- a 2 (i ; 2 -t- 1) 4 - 2 a^Y) -4- | 3 2 (r t 2 -+-1)]“ 2 = ^ ct rn fi ' 1 R,«,« 

par consequent, R W) „, comme on le reconnait aisement, ne con- 
tie nt que le seul terme % m r t n du degre m + rt\ c’est la proprieid 
caracteristique de Y m n qui a etd transportee ainsi par le change- 




Faisons dans la seconde equation 


x = - — - 1 

/lH- -h T)2 

h- -n 2 ' 

clle deviendra 


p 

\/1 -+- £ 2 -f- y\ l> 


(i -f-£ 2 -+-r, 2 )[i -+-(£ — a) 2 -t- ( 7 ) — P) 2 ] (3" S 777 , 7l (1 + £ 2 -t- r, 2 )-<'«+'A 


et l’on en conclut celte expression qui nous rapproche de la forme 
a.ialytique de U OTj77 , savoir : 

t (l + ^ + V) 2 )M-*-//-+-' iH-^+Tl 1 )- 1 

\ .1 ... nx .\ .1... n d\' a di\ n 


S„ f „ = (-!)»• 


l£n posanl 

\V«= S Hl)B (i-+-$*+V)" 
on ohliendra semblablement 


S Wi „ = (— r )/«-<-« 


(tH-6«+T, 2 ) 


! d' w+/ '('i H- ^ 2 -h tti- ) 


of?)" 

A. l’aide de celte forme, en raisonnant comine je l’ai fait prdce- 
detumenl, on dlablit que les Equations 

S,„,„ = o, o 


admettent toujours m racines reelles considerdes par rapport & £ 
et n racines reelles par rapport dvj. Sous la condition !• £> cot 

l’dqualion S 7M)/7 = o a mdme Louies ses racines rdelles par rapport 
a -r\ (•). Mais je ne m’arrdterai pas a 1 ’dludedes polynomes R^, 
S, 7V i, ayant vouln seulement indiquer encore.un exemple du genre 
cl’expression donnd par Jacobi aux fonctions de Legendre. C’est 
en 1826, dans le second volume du Journal de Crelle, que ce 
grand geomdtre a dtabli la relation 

X = ( d> l (x » —i)« 

” 1 .•!... n dx' x 


etdontla memoire estrestee chore a ses nombreux an 
Rodrigues, y etait parvenu dans une these, Sur Va 
spheroides, presentee a la Faculty des Sciences de 
these contient encore la relation remarquable 

i d / »-i‘ (x- — i )"' _ d t>l -*-i>( 

i dx» l -i‘ r .vi. . .in -4- p dx 

donnee egalement par Jacobi dans le raeme Memoire 
un r6le important dans la theorie des fonctions Y„. 
polynomes U m ,n la propriete analogue n’a pas uni 
simple. On l’obtiendrait en partant de liquation sur 
d&nontrer, 

1 d/n-Hi—v-r/ ( X y — |) 

I. •).. . . n — p . i. i . . . in — q dx n -i‘ 

_ l X y — I )/ H ~'7 d/n-b/i-t-ti+q ( X y — { 

i. 'A. . . nz —p . i n —q dx ,,l -'-l d y>‘+v 

etremplacant les quantities x el y par x -|- y \/— i , 
mais ce changement de variables donnerait un r^s 
complique, et je ne m’y arreterai pas. 


SUR 


L’EQUATION DU CINQUIEME DEGRE. 


Comptes rendus de l’Academic des Sciences, t. LXI, r86 5 (II), p. 877, 
g 65 et 1073; t. LXJI, 1866 (I), p. 65 , 157, 245, 715, 919, 959, io 54 , 1 r 6 r 
et I2i3. 


La th^orie des fonctions ellipliques conduil a deux m^thodes 
pour la resolution de l’equation du cinquieme degrd. La premiere 
a pour fondement la possibility de ramener liquation propos^e a 
la r^duite 


a? 5 — 


JL 1 ■+• A ' ~ 
V'S* k'Jk 


de liquation modulaire relative a la transformation du cinquieme 
ordre. Dans la seconde, qui est due a M. Kronecker ('), on prend 
pour point de depart cerLaines fonctions cycliques des racines dont 
les carrds ont seulement six valeurs, et que 1’on repr^sente par les 
quantity 

cos am 20) cos am 4 <o 
cosam 4 to cosamsw’ 


,, „ • I< iK' K ± iK' aK±iK' r, , 

<0 etantsuccessivement—, -=—,-=-De cesioncLions 

5 5 5 0 

on deduit ensuite ratiannellement les racines elles-m£mes, qui 
s’obtiennent ainsi sous forme explicite k l’aide des monies quan¬ 
tities. Ces deux methodes ont ete pour moi le sujet d’une longue 


( a ) Comptes rendus de 7 ’Acadeniie des 'Sciences, t. XLVI, ana<$e i858, et 


resultats. Je m’occuperai d’abord de la reduction a la forme trinome 
•£ 5 — x — a~ o de l’equation gendrale du cinquidme degre, et, a 
eette occasion, dela recherche des conditions de realitd des racines 
sur laquelle M. Sylvester a publie recemmentun de ses plus beaux 
Mdmoires ('). J’essayerai ensuite d’approfondir la methode de 
M. Kronecker et de la rapprocher de la precddente, en prenant 
pour base le travail remarquable et plein d’invention dans lequel 
M. Brioschi en a expose les principes ( 2 ). Cette mdthode permel, 
en effet, de rainener l’equation gdndrale du cinquieme degrd a 
celle-ci 


no* — iox z -4- 45 # — 4 


(1 — a**)(i-+- 3*2A-U'*) 
kk' 


— 0, 


qui est la reduite de 1’equation 


, 5. ‘25 1 —ifi**A'* 5. 

; k*k'* Z 2 /c 4 k' 1 * z j&k"' ~ ° : 


1.1 • • , 1 /cos am aw cos am 4 0) \ 2 

dont les racines sont les quantitds - (-— • 

1 2 \ cos am 4 w cos am 201/ 

Mon but principal sera d’effectuer completement le calcul de la 
substitution qui donne ce resultat si important, et, comme les 
elements algebriques invariants et covariants des formes du cin¬ 
quieme degrd servent de base a ce calcul, ainsi qu’a la rdduction a 
la forme trinome, je rappellerai d’abord a cet dgard les notions 
dont j’aurai & faire usage. 


I. 


Soit 

f(x. y) — 5 $x'*y -+- 10 yx z y z 

-h ioy'x-y s + 5 fi'xyL-h a'y z — (a, (3, y, y', a') (.-r, y)$ 


C) On the real and imaginary roots of algebraical equations : a trilogy 
[Philosophical Transactions. Pari III, 1864). 

.Ci ,1 mothnsln m _ 1 _• 7. •_j.71._.•_j; 



x — mX -+• m' Y, 
y = nX -+- »'Y 

une substitution S au determinant m/z, propre a reduire le cova¬ 
riant quadratique 

(afT— 4 Py'-I- 3y 2 ;a? s -l-(aa'— 3 • 2 '('(')xy -+-(«' p — 4 (3'y -+- 3y' 2 ) j 2 

au monome y/A.XY, ou je pose, pour abrdger, 

A = (aa' — 3 PP'-t- 2yy') 2 ~ 4 («P' — 4 Py' H- 3 Y 2 ) C«' (3 — 4 P'y-f- 3y' 2 ). 

Cette substitution n’est pas ainsi entierement determinee; mais 
on sait qu’on en aura l’expression generate en la faisant suivre de 
toutes celles qui reproduisent y/A.XY. Celles-ei comprennent 
d’abord la substitution propre 

\ = UlX' 

Y = I Y', 

et la substitution impropre 

X = wY', 

Y = - X'; 

CO 

mais cette derniere doit £tre rejet^e, si Ton veut conservcr le 
determinant de la substitution S dgal a -f-i. Cela pose, soit pour 
un instant 

/(fliX + m'Y, nX + /i'Y)= F(X, Y) = (a, b,c, c , b\ a')(X,\’)\ 
de sorte que I’on ait 

F^coX,^ =(flw», b o)3, cco, c'w- 1 , a' to -5 ) (X, Yp. 

J’acbeverai de definir entierement la substitution en determi¬ 
nant to par la condition cto = c , u) -1 ; cela fait, je prendrai 

F^coX, ^Y^ pour transformee canonique de la forme generale du 
cinquieme degre, et en posant, pour abreger, 



cf(X, Y) = (X, p, /k, \/k, p',X')(X, Y)». 

II est aise de voir qu’on obtiendra la merne forme canonique 
pour toutes les transformces deduiles de la proposee f{x,y) par 
une substitution quelconque 2 au determinant un\ car il suffira 
d’effectuer dans cette forme la substitution inverse 2 -1 qui rainenera 
a la proposee, et puis de la faire suivre de S, pour retrouver 
^(X, Y), le determinant de la substitution composee 2 -1 S etant 
d’ailleurs egal a 1’unite. II suitde la que les coefficients de la forme 
canonique sont des invariants de la forme proposee, et il importe 
d’etudier avec soin ces coefficients. 


11 . 

Je dis, en premier lieu, qu’ils peuvent s’exprimer en fonction 
des trois quantites = p.p/=/i et k. Effectivement le cova¬ 

riant quadratique de #(X, Y) etant devenu \J A. XY, on a les deux 
relations 

Xp' — 4 p \f 'k -+- 3 k = o, 

X'p — 4 [x \Jk + 3/r = o, 

d’ou l’on tire ces deux equations du second degre 

36y//f 5 X 2 — [h(g — 16/c ) 2 — g/c 2 (g -+■ i6 A )]X -+- 36 g //c 5 = o, 
iay//f 3 p 2 — (9 & 2 -+-16 hk — gh) p -+- \ Q.h\fk 3 = o. 

Kn les resolvant et posant, pour abrdger, 

4 = ( 9 /c 2 h- 16 hk — ghf — 24 a hk s , 
on aura un premier systeme de solutions, savoir 

7 ai/£ s X — h(g — i (5 4 : ) 2 — gAr 2 ^-)-16£)-(-(£• — 16 4 :) y/A, 
a4 = 9 k 2 -|- 16 hk — gh — y/'A, 

etle second s’en deduira en changeantalafois le signe de y/A dans 
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tions en X el p., ce second syst^me pourra aussi se repr^senler par 
j’ c’est-a-dire par X' et p', de sorte que Ton aura 

= h(g — ibkf-— 9 / c 2(^h- i 6/c) — (g — i 6 k)\/I, 

•i.\ y f~k* [j.' = 9 k- -+- 16 hk — gh 4- /a. 

Voici done, comme on l’a annonc^, les coefficients de la forme 
canonique 

eF(X, Y) = (X, (X, sj'k, \/ 7 {, fi', X')(X, Y)« 

exprimes en g, h, k, et l’on va voir que ces quantilds s’exprimenl 
elles-memes par les invariants de la forme propos^e. 


III. 


Je rappellerai d’abord cette proposition : que, f(x,y) et o, (x,y) 
ddsignant deux covarianls d’une forme /, si Ton pose 

<P O, 7 ) = «0 Cl | X^~ ly _j_ . . . + av _j X yV -1 + av j,V f 

d’ou 


?C—7- ^)— «v^ v — a v -i^ v_1 r -+-■ • .+(— l) v-1 «iay /V-1 -+-(—O^o^, 


l’expression 


<K*j 7) = 


dv<s> x ~ rfvcp, 

da? v <Xv_1 + ’ 


•(—i)v-Ja, 


^ v =pi 

dx dy v ~ l 


H-(—l) v «o 




sera encore un covariant de /, et je dirai suivant l’usage qu’il a 
6t6 obienu en operant avec c y(x,y) sur cp, y). Cela rdsulte de 
ce qu’en faisant 


(X, Y), savoir : 


dy< t>! 
dX> 


- A v _ 


dy$> i 

dsy - 1 dX 


I)V-J A, 


^4?! dy<i>\ 

dXdY^ +{ 0 Au rfYv * 


sera 

if inX -H m' Y, nX -4- a' Y ){mn' — m'n) v >, 

ou l’exposant v t da determinant de ia substitution est le degr^ dc 
t 2 i (x, y). Je ferai usage de cette proposition en prenant pour 
<[>, (X, Y) et <F(X, Y) la transformee canonique de la forme du 
cinquieme degre et son covariant quadratique, de sorte que I’on ail 

4>(X, Y) = v/AXY, 4»,(X, Y) = ,f(X,Y). 

On obtiendra ainsi, sous sa forme canonique, un premier covariant 
du troisieme degre ( 1 ) 


l/A = 20 ^ A (^ ^ Y ) 3 > 

et, en operant avec le carre de <I>(X, Y), ce covariant lin^aire 
i 3 ||; = MA(v?X + CiV). 


Enfin on sait que le determinant 


<1*0, j,) = 


dy (icp, 

dx dy 


f/cp, do 
dx dy 


est aussi un covariant, car on a 


. , , . , . „ , xr , xr v d<b d<b { d^i d<b 

(mn — m n) y(/nX -+- m 'Y, nx + n'Y) = - -fy • 


Faisant done 

4>(X, Y) = /AXY, 


et prenant successivement pour <!>, les deux covariants auxquels on 
vient de parvenir, savoir : 



on obtiendra les suivanls (<) 

(III) A(3[jl, v/I, — v/7f, -3n')(X,Y) 3 , 

(IV) Av/A(v/IX-v/*Y), 


qui sont encore du troisieme el du premier degre en X et Y. Main- 
tenant on voit qu’en operant avec (I) sur (III), on est conduit a un 
invariant du huitieme degre (-), y/A^pp'— k): jele designed par B. 
En operant avec (II) sur (IV), ontrouve un invariant du douzieme 
degre ( : >), y/A 5 /r, que je represented par C. On a d’ailleurs 

XX '— 3 [Xjj/ -+- ik = /X; 


de sorte qu’avant pose 

XX' = g, (xjj !—h, 


on peut determiner g, h elk au moyen de l’invariant du qualrieme 
degre A, eL de ceux du huitieme et du douzieme degre, que l’on 
vient de delinir, par ces relations 


g — 3 h -h 2 k — / A, Ji — k = j k 

/A 3 


d’ou l’on tire 


A 3 -+- SAB h- G , ABh-C 

<r =-;=-> /i= ' 


/a* 




_c_. 


Enfin j’observerai qu’en opdrant sur (I) avec le cube du cova¬ 
riant lin^aire (II), on obtient un invariant du dix-huitiemc degre, 
ayant pour forme canonicjue y/A 7 y//c :J (p— p')- Jele designerai 
par K, en posant ( /| ) 

K = i2\/A7 //c 3 ([jl — p'), 

et, d’apres les valeurs preccdemment donnees de p et p' en fonc- 


(') Les expressions (III) et (IV) devraient <Hrc preceddics du signe —. 

E. 1\ 

( 2 ) Un coefficient numcrique 36 serail relublir devanL l’exprcssion qui suit. 
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tion de g, A, k, on voit que 

K = — /A 7 /a , 

et, par consequent, 

K 2 = A?A = A’[( 9 /c 2 -+-i 6 /i/c — gh)* — 242 ; 
Or il vient, en remplagant g, A, k par les valeurs 1 
K 2 = (A 2 -|-3B) 2 AB 2 -i-a( A 2 h-3 B) (A 2 — i2B)BG-f- (A 2 — 

de sorte que K 2 est une fonction entiere des invt 
Une derniere et importante proposition nous rest< 
terminer ce sujet, c’est que tout invariant, quel qu’ 
exprime en fonction entiere de A, B, C et K. 

IV. 

En designant un invariant quelconque, fonction ei 
cients de la forme du cinquieme degre : /=(a, (3, y, ^ 
par 

I = 0(a, p, Y, y f , p', a'), 

je remarque d’abord que, la transformee canoniquf 

§ = (X, p, s/I, s/I, p', X') (X, Y)« 

ajant et£ d^duite de / par une substitution au ddte 
a ^galement 

I = ©(a, p, \//c, s/k, p', X'), 

et I on en conclut, d’apres les expressions des coefi 
doimies pr^c^demment, 

I — P Q 

k n ’ 

en designant par P et Q des fonctions entires en 
distinctions entre les i variants rlirprls pt 1 p»« invci 


savoir : 


rf 1 = (X', p', /A-, v//i, p, X)(X t , Yj)5. 

On remarque qu’elle ne diflere de que par le signe de ^/A, de 
sorte que l’expression du mime invariant I relative a $ { sera 

r P-Qy/I 
A-'* ‘ 

Nous aurons done, selon qu’il s’agira d’un invariant direct ou d’un 
invariant gauche, 

P + Qv/a _ P-Q/A 

kn ~ k* ’ 

ou bien 

P -i- Q */a _ P — Q \/\ 
k ' 1 ~ k» 


Ainsi, dans le premier cas, Q = o et, dans le second, P = o. 
J’ajoute que le dlnominatcur k n disparait dans Pune et l’autre de 
ces expressions, qui prendront des lors les formes plus simples P 
et Q^/A. va voir, en diet, que, d’apres la nature meme de la 
fonction B, aucune de ces quantites ne peut devenir infinie pour 
k — o; car, quel que soit to, on peut poser 

©( A, p, \//c, y//:, p', X') = 0 ( Au> 5 , pw 3 , \/ 1 clo, y/ ka>~ 1 , p'o)~ 3 , X' to -5 ) ; 

et, cn prenant o i =\/k, nous allons reconnaitre que dans ce cas 
le second membre est nlcessairement fini. C’est ce qui resulte 
immediatement des expressions 

;a/FX = h(g — iG/c) 2 — 9/c 2 (^- -p 16/c) + {g — iG/c) /a, 

•il\ \J /c 3 p = 9 /c 2 -p 16 hk — gh — v/A, 

qui donnent, en supposant k — o, 

7 a/A 5 X = igh, 
a.f yj^ P = — a gh. 

Ces deux quantitls Itant limitles, on voit qu’il en est de meme de 


p'tO-3 = 


h 

pw 3 3 


considerant)/ et pi' au lieu de X et pi. 

Ce qui vient d’etre etabli fournit une premiere donnee sur 
l’expression d’un invariant cpielconcjue des formes du cinquieme 
degre, au moyen de ceux qui ont et6 ddfinis precedcmment eL 
nommes A, B, C, K. Ayant en effet 


A^ + 3AB + C 
/A* 


h = 


AB -h C 

/aJ 


*= ’ /A=- 

\/A 5 


K 

’ \T&' 


on voit l’invariant du dix-huitieme ordre figurer comme facteur 
dans l’expression generate Q y/A des invariants gauebes, tandis que 
A, B, C se presentent seuls dans les invariants directs. Mais, pour 
parvenir a notre conclusion, exprimons en A, B, C, K les coefli- 
cients de la forme canonique. En posant, pour abreger, 

L =C3h- ^ABC 2 -]- ^A 2 [(3B-h A 2 ) 2 (C-h AB) 

— 3oAC(C h- AB) — 9 AC 2 — goB 2 C], 

M = C 2 h- - ABC — ~ A 2 (3 B 2 -h AC -+- A 2 B), 
i 24 

L' = -+- ^-[A(A 2 -4-3B) — i5C]K, 



on trouvera 


X/Ci= I7 ^=- L'{/A, XVC«= t 4 =z -h L'^A, 
v As {/ A 5 

fiv/G»= T^= — M'^A, [*VB 5 = t?L -t-M'^A; 

/A 5 (''A 5 


on a d’ailleurs 


</A* 


D’apres cela, je fais la substitution 




dont le determinant est numerique; elle donnera le resultat 
suivant 

[ X 4 - X'-h 5( (jl -+■ n ') H- 20 sfk\tyA* T* ■+■ 5 [X - X' f + 3 (|x - [7)] T*U 
+ ro[X-+- V-+- ,jl-h (ji'— 4 v/A] VAT3U s +io[X — X' — (p. — |7)] v/A^T^U 3 
-+- 5 [l _h l -'_ 3 ( { x -+■ p.') -+■ 4 \Jk ] \/' TU' -+■ [X - X 1 ’ — 5 ( (jl - |/)1 \' U 3 , 

on bien, d’apr^s les valeurs de \ pi, a ; , p/, 

a/C = 5(L + 5MG + ioC 3 )T 3 —iopTF^L'-h 3M'C)AT*U 
+ 2o/G z »(L-hMG — aC»)A-*T3U s —aov/CP^L’ — M'C)T*U» 

+ io v/G=»(L - 3MC -h aC») A-’- TU* — a/C=»(L'- 5M'G) A~» U 3 . 

Cette transform^ pourra servir, absolument comme la forme cano- 
nique, a donner l’cxpression gen^rale des invariants de la forme 
da cinquiemc degr^, qui seront des fonctions enticres de ses coef- 
licienls. Or, on observe qae A, dans les termes en T 3 U-, TU' 1 , U 5 , 
disparait comme denominateur; d’apres les valeurs de L, M, 17, M', 
on obtient elTecLivemenL 

(L + MC — 2 C 3 ) A~‘ 

= 2 BC 2 h- iA[(3B + A«)»(C+ AB) 

— 3oAC(C -+■ AB)— 9 AC 2 — 9 oB*C] 

— JL AC(3B*-h AC-h A«B), 

(L — 3 MG -+- 2 C 3 )A~ 2 

= JL[(3B -H A*)*(G +AB) —3oAC(G-h AB)— 9 AC*—goB*G] 

-h |C(3B 2 -f- AC -+- A 2 B), 

(jy— 5M'C)A-» = + K(A ^ 3 — 

Tous ces coeflicients sont ainsi des expressions endures en A, 
B, C, K, ajant pour diviseur y'C 15 , et par consequent an invariant 
quelconque sera une fonedon endure des m6mes quantidis divisee 
par une puissance de C. Mais les considerations pr^c^dentes ajant 



que je m uiais propose a eiamir ei qui auiorise a regaruei rv, n, 
C, K coramc invariants fonclamentaux, puisque ions les a litres, 
quels qu’ils soient, en sont des fonctions rationnelles eL entieres. 
M’arrelant a ce point dans la theorie algebrique des formes clu 
cinquieme degre, je reviens a mon objel principal en etablissanl 
la proposition suivante, qui sert de fondement a ma metbodc, el 
qui montrera comment les invariants s’introduisent a litre cl’dle- 
ments analytiques et jouent le principal role dans la resolution dc 
l’equation du cinquieme degre. 


V. 

Soient f{x,y) une forme de degre quelconque n et co(x,y) un 
de ses covariants de degre n — 2 en x ety; je dis que les coeffi¬ 
cients de la transformee enzde Vequation f(x, i) = o, obtenue 
en poscint 

z _ ?(#, ») 

fx( X ) 0 

sont tous des invariants de f{x,y). 

Avantd’exposer la demonstration. je rappellerai que Ton nomine 
covariant de 

/(*> y ) = (<*, b,c, .. .)(x, y)"- 

tout polynome v(x,y, a, 6, c, ...) donl les coefficients sont fonc¬ 
tions entieres de a, b, c, . . . et tel qu’en posant 

/(mX+rn 1 y, nX-h*'Y) = (A,B, C, Y)« 

on ait 

cp(X, Y; A, B, C, ...) — {mn T — m!n) 1 cp(/nX -+- m' Y, nX + ft'Y; a, b, c, ...). 

On voit qu’en faisant, pour abr^ger, 

F(X,Y)=/(wiX-t-wi'Y, nX+n'Y) 

et 

<£(X, Y)= cp(X, Y ; A, B, G, ...), 


Gela pose, je considere les deux equations homogenes 

f(x, y) = o, 
df 

z ~tx j ')=°» 


qui donnent celles de lYnonce poury=i, et d’ou l’on deduit 
aisdment celles-ci 

I df , 

(0 ’ 

df 

( -fe-y^y^ 0 * 

sur lesquelles jc vais raisonner. Si l’on j remplace les coefficients 
a, b, c, ... par ceux de la transformed A, B, G, ..elles devien- 
dront 

(4 + X«X,Y) = o, 

M /p 

hk- Y “‘( x ' Y) = 0 ’ 


et il s’agit de comparer le idsultat de lYlimination de x et y entre 
les Equations (i) avec celui de lYliinination de X et Y entre les 
Equations ( 2 ). J’observe a cet eflet que I’on peut introduire x et y 
an lieu de X et Y en posant 


d’oh 


x — mX + ??fY, 


y = nX + ft'Y, 


dF 

dX 


— m 


df 

dx 


df 
% dy’ 


dY : 


<df_. 

dx 


dy ’ 


de cette manure les Equations ( 2 ), en y remplaganl <£(X, Y) par 
( mn 1 — m!n) 1 cp(a?, y), deviennent 

z {ml -t- «/ 4 -X(mn' — ml n) £ <p(a?, y) = 0 , 

z ^ m -j- n fjfj — Y (mn '— m! n ) 1 a (x, y) = 0. 


Or, en multipliant la premiere par n, la seconde par n' el retran- 
chant, il yiendra 



De meme, en muhipliant la premiere par m, la seconde par 
et retrancliant, on obtient 

z ~j~ “I - x (rnn' — m'n) 1 '-' y(cc,y)= o. 

Ce sont done precisdment les equations (i) qui se trouvenl repro- 
duites, en y muhipliant o(x,y) par ( inn 1 — m f n) l ~' ou rempla- 

cant £ par-;- ; —— ; —-r—, et il va etre ainsi prouve que les coeffi- 

J 1 (mn — in ny - 1 1 1 

cients de la transformee sont bien des invariants de f(x,y). En 

elTet, cette equation en .s sera, d’apres un thdoreme connn, privee 

de son second terme, et, si 1’on ddsigne par D le discriminant, elle 

aura cette forme 



jat, m, ..., ji dtant des fonctions entieres de «, b, c, . . .. Mainte- 

nant, si Ton remplace 5 par — ~ — -r-r, elle deviendra 

r r (mn — m n)‘~ l 

z ,l - 3 r(mn '— s ' l ~ 2 

IB & 

-+- (mn — m'n ) 3i ~ 3 — z ' l ~ 3 ( mn' — m'n) ni ~ n = o, 

d’ou l’on voit que, par le changement de «, b, c, . .. en A, B, C, .. 
les coefficients *' •> pp et, p ar consequent, ,31, f0, ..., Ji, se 

reproduisent multiplies par une puissance du determinant de la 
substitution, et sont bien des invariants. 


VI. 


Ce qui precede ne neut etre annliaue aux formes cubiques el 



nants quaciratiques, raais plus tarci on etamira, pour toutes les 
formes de degre n cgal ou sup^rieur a cinq, l’existence de divers 
systemes de n— r covarianLs du degre n — 2. Designant par 

?i(* j). ®*(^ y)>. 

l’an de ces systemes, et posant 

ff(x, y) = G?iO, y) + t s tpy) + .. .-4- ««—1 <p«_ 1 (a7, y), ' 

j’introduirai {’expression ^ qui contient n — i quantity 

arbitraires t. 2 , t n _ h comme formule gendrale de transfor¬ 
mation a l’^gard de liquation fix, i)=o de degre quelconque 
sup^rieur au quatrieme. On va voir ainsi disparaitre en quelque 
sorte les coefficients de cette Equation, pour faire place aux inva¬ 
riants qui prendront le caractere d’elements analyLiques dans les 
plus importanLes questions de la theorie des equations alg^briques. 
En ellet, les quantities 51, IP, . jtH deviendronL des fonctions 
homogenes de t ,, Lt n _. { , du deuxieme, du troisieme et enfin 
du n i6ma degre, dont les coefficients seront des invariants de la 
forme/(a?, y) ; et, pour montrer immediatement comment intervient 
leur propriety caracteristique, en prenant, par exemple, 51, je vais 
determiner le degre de ces coefficients dans les divers termes t~ { , 
^25 ^15 L-i • • • • 

Nommons indice d’un invariant ou d’un covariant <o(x, y) l’ex- 
posanL i, qui figure dans liquation de definition 

cp(X, Y; A, B, G, ...) 

= (mri — m'n) l cp (niX -+- m'Y, nX -+- n' Y; a, b, c, ...), 

et soient f,, i 2 , ..., i n _ { les indices des covariants cp,(#, y), 
cp 2 (x,y), ..., y) q u i entrent dans la formule generale de 

transformation. D’apres la demonstration donnee (§ V), le clian- 
gement dc a, 6, c, ... en A, B, C, ..., dans liquation en 5 , revient 
jfremplacer£,, t. 2 , ..., par (mn!— m' /i) J "', U{mn' — m' n) l *~ x , 
et il en re suite immediatement que l’indice du coefficient d’un 
terme quelconque t a tp dans 51 sera i a -f- fp— 2 . Mais ce coefficient 
a pour diviseur le discriminant dont l’indice est n(n — t); par con- 



du covariant <p a (#, y) en a , b y c, ..au lieu de l’indice f a , d’aprcs 
la relation 24 = — n + 2 , cette formule se simplifie et devient 

— 4- On trouvera pour la forme cubique IB, abso- 
lument de meme, que le degr£ du coefficient de t a t$ty est 
$aop-(-o T + 3/2 — 6. Ce sont ces fonctions 31 et fB qui jouent le 
principal role dans la reduction a la forme trinome de l’equation 
du cinquieme degre, car cette reduction depend de la resolution 
des Equations % = o, fB = o. Et ici le point qui m’a sembld le plus 
essentiel et m’a le plus pr^occupd consiste a verifier la premiere en 
exprimant t. 2: £ ;) , l H en fonction lineaire de deux indetermin^es. 
La methode a laquelle j’ai £te amcne repose en entier sur le choix 
des quatre covariants du troisieme degrd qui entrent dans la formule 
de transformation, et voici comment on les obtient. 

VII. 

Une remarque facile a elablir, et dont j’ai fait usage ailleurs ('), 
me serviradepointcle ddpart. Elle consiste en ce que les coefficients 
des termes en £ et rj, dans le ddveloppement de 1’expression 



ou <p(a?, y) et <p, (x, y) sont deux covariants d’une forme quel- 
conque/(^, y), sont encore des covariants de la rndme forme. En 
supposant <p(a?, jg) du second degrd et 0 ,( 3 ?, y) du troisieme, on 
voit ainsi un premier covariant cubique donner naissance a trois 
autres, et les Aments de la formule de transformation 

7 1 )-l- a cp a (a?, i)-t- t> <p a (a?, i)-j- w ep 4 (a?, 1) 

>) 

semblent s’offrir d’eux-m£mes, en partant du covariant quadratiquc 

? 0,7) = OP'— 4 Py'+ 3 y 2 0 2 

+ («“'— 3 PP' + 2YY')xy -+-OO — 4P'y •+• 3 y' 2 )7 2 


cl uu cuva.i-iu.in uu iroisieme uegre omenu au paragrapne ui, en 
operant avec c s(x, y) sur la forme proposer /(#, y). Designons, 
pour lcs introduire dans l’expression (i), par <I>(X, Y) et <!>., (X, Y), 
les transformers canoniqucs de a{x, y) et ®\{x,y)] on aura 

<I> (X, Y) = v/AXY, 

*,(X, Y) = / A( jj. X 3 -+- 3 \/~k X 2 Y -f- 3 \Z7i X Y 2 -+- jo/ Y 3 ), 
et l’on pourra remplacer 



*i[(S->l/A)X, (£ h- t) /a) 


Posant done 


cI> 1 [(^-r ] /A)X, (^H-V)v//X)Y] 

= e *1 (X, Y)- 3 rj cl» 2 (X, Y ) + 3 cl» 3 (X, Y)- Y, 3 (x, Y), 

voici, sous forme canonique, les expressions dcs covariants quo 
nous sommes Lout d’abord amends a prendre pour cp, (x, y), 
fs(x : y)i ..a savoir : 

4»i (x, Y) = v/A ([JL X 3 + 3 i/£x* Y h- 3 v/it XY* -h |Y Y 3 ), 
‘MX,Y)= A([jlX3+ s/kX.'-Y- v/^XY*-pt'Ys), 
cl) 3 (X, Y) = v/A3([jlX 3 — v/^X 2 Y — v/AXY j + l-FY 3 ), 

**(X, Y)= A 2 (p.X 3 — 3 X 2 Y —r* 3 \Za-XY 2 — p/Y 3 ). 


Le premier est du troisieme degrd par rapport aux coefficients de 
la forme proposee, ou, si Fon veul, du troisieme ordre ('), eL a regu 
de M. Sylvester la denomination de canoniscmt. Sous cette forme 
de determinant, savoir 


y) = 3 


a p Y i 

P i Y P' 

Y y' P' «' 

yZ —yl X J'X* —X 3 \ 


il sert de base au memorable Lravail de I’illustre analyste sur les 



Je me bornerai a observer, a son egard, que toute forme cubique 
(a, b, b', ci')(x, y) 3 admettant pour covariant l’expression 

(2b 3 — 3 abb' ct' a 2 , b-b' -4- aba '— ?.a&' 2 , 

— b'-b — ab'a'-h 2 a' b-, — 2b' 3 -+- 3 a' bb '— aa'-)(x , y) 3 , 

on cn tire un nouveau covariant du troisieme degre et du neuvieme 
ordre 6, (#, r), dontje designerai la forme canonique par W,(X, Y), 
de sorte que l’on aura 

VT) (X, Y) = A. 3 (2 //t 3 — 3 p/c 4 - p' p 2 ) X 3 

-l-3v/A 3 ( //c 3 - 4 - pp' \/7c — 2 p/c)X 2 Y 

— 3\/A 3 ( s/B+w's/k — ap'/c)XY 2 

— s/k 3 {2\fk 3 — 3p'£ + ;jLjJL r2 )Y3. 

Le second covariant o 2 (r, y), qui est du cinquieme ordre, donnc 
lieu a une observation importance. Lorsque la proposee /(#, f) 
admet un facteur lineaire au carr£, il contient ce facteur a la pre¬ 
miere puissance, absolument com me les derivees et 4^; voici ia 
1 ’ dx dv 

demonstration de cette propriety. 

Designant par u et t deux constantes arbitraires, j’observerai 
qu’en prenant pour les coefficients X, p, .. de la forme canonique 

# = (X, p, /k, s/k, p', X')(X, Y)», 

les valeurs suivantes 


I X = (6<t — 5t)<t 5 , 

1 p = ~ (3 a -h 
(0 < yjk = 

I P-' “ + 2a)ax^, 

\ X' = (6t 5<T)T 5 , 


qui donnent identiquement 




ene aevieiu 


§ = (aX 4 tY)’- 

X [(6a — 5x)a 3 , (4 t •— 3a)xa 2 , (4a — 3x)ax 2 , (6x — 5a)x 3 ](X, Y) 3 . 

On a done ainsi, clans le cas d’une racine double, l’expression 
generale de la forme canonicjue et, par suite, de tous ses. cova¬ 
riants. En particular, on obtient 

* 2 (X, Y)=xc4A(crX + xY) 

X |^(3 a 2 x)a 2 , i(-_ a )xa, — (ss a + 3x)x’-J (X, Y)», 

ce qui (teablit la proprtetd dnoncee. Mais on reconnaitra qu’elle 
n’appartient plus aux covariants ®-j(x,y) et cp /( (.£, j-), ct e’est ce 
qui conduit a les remplacer respectivement par les suivants 

4?3(», y) + Acp,(.r, j), 

4?/.Oi JO-+- 3A cp 2 (ir, j)-+- 9G ^(a?, /), 

qui sont encore du septieme et clu neuviemc ordre, et oil elle se 
retrouve. On obtient en effet, dans le cas d’un facteur double, les 
expressions 

44» s (X.Y)-h A4*,(X. Y) 

= -}- \/A®x a(aX-l-vY) £(3 a H- 7.x) a 2 , — ^ (x -+- a)xa, (3x -H 2a)x 2 j(X, Y) 2 , 
4<t»v(X, Y)-i- 3A«I> 2 (X, Yj+gG^X.Y) 

= — ^- y/A 3 a 8 x a (CT — x )(3 a 2 H- axa -h 3 x 2 ) (aX -I- x Y) 3 , 

et, si on les clesigne cle nteme par cp 3 (a:, y) et cp /( (x, y) afm de ne 
pas multiplier les notations, leurs formes canoniques seront 

v/A7(5 { jlX 3 - v/£X 2 Y - \/k XY 2 + 5 \x' Y 3 ), 

/A 3 [7 /A(j. -+- 96(2 //c 3 — 3 \xk -t- [x' |t. 2 )]X 3 
— 3 \/A 3 [ 3 /A \/k — 96 (v/ /c 3 -+- ix\x' y'k — 2 [j./:)]X 2 Y 

_L_ s./TaTs./T./A Jb 3_i_ /I _i,.'/4l\Y2k 


^3(X,Y) = 
<I\(X, Y) = 
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<f> 4 (X, Y)= \/A®[(7^ + 75A — 18X:) H- — 64 XfxV£]X* 

- 3 \/k~ 3 [{3g -+■ 1 5 1 h — 90 /c) Jk — 64 X' ps]X* Y 
-+- 3 \/A^ [(3^ -+- 1 5 1 h — 90 /c) s/k — 6 /, X n'*] XY* 

— 75 h — i 8 A) p .'—64 X' [jl\/A:] Y 3 . 


Tous les covariants dont se compose la formule de transforma¬ 
tion poor liquation du cinquithne degre sont maintenant definis (’), 
et il ne me reste plus qu’a monlrer que 1’invariant du liuitieme 
ordre D = A 2 128B est le discriminant de cette Equation. Effec- 
tivement les equations (i) relatives au cas d’un facteur double 
donnent 

g — (—■ 3oa 2 -h 61 — 3 ot 2 )<t 5 t s , 

a5 h = (6<r 2 -t-13 t<t -+- 6x 2 )<t 5 t 5 , 
k — a B x B , 

•d’ou 

g -t- 12.5 h — 1 a6 A = 0 , 


•et eii remplacant g, h, k par leurs valeurs en A, B, C, 
A 2 -r- 128 B = 0, 


(') Celui du neuvierne ordre merite d’etre remarqud; si Ton opere en elfet avee 
le covariant quadratique sur tp 4 (aq y), on esl conduit ix un covariant du premier 
degre qui, dans le cas oil la proposde conticnl un facteur lineaire dlevd au cared, 
•coincide avec ce facteur. Sa forme canoniquc est 

A 2 [(3g - i5i — 90/f) ^//i- — 64 V |i 2 ]x — A 2 [(3^ i5i A — 90/c) \Jk — 64 Xp.' 2 ] Y. 


Un rdsulLat analogue a lieu pour loutes les formes f = (a, 6, .. b\ a')(sc, y) n 
•de degrd impair et supdrieur & trois. Soit, en effet, D le discriminant; M. Cayley 
a ddmontre que, pour D =* o, le covariant 


¥(*> y) = 


cZD n d D 
da' X ~db' 


l y 


dD 

da 


y n 


devient la puissance u ,Smo du facteur contenu alors dans/au carrd. Or en operant 



cc L]ui icul vuu L^uc jls a cvcuiuuii mt;u uciiib it; cub uu ia jnupubec 

admet deux racines egales. I/invariant du douzieme ordre 
D ( = 2 5 AB ■+-1 (5 G, qui se prcsentera bientot, ponrrait etre appele 
second discriminant, les deux condilions D = o, D, = o exprimant 
que la proposde contient deux facteurs lineaires doubles. 


VIII. 

Nous voici parvenus a un point bien important et qui servira 
d’epreuve a toutes les considerations prdcedentes, c’est le calcul 
de la forme quadratique a quatre indeterminees designee par Jt. 
Deja nous savons que les coefficients de cette forme sont des inva¬ 
riants, je vais prouver de plus qu’ils contiennent tous le discrimi¬ 
nant D comme facteur, le coefficient du seul terme t- etant 
exceptd. Reprenons a cet elfet l’expression 

^ _ t cp, (x, i)-+- it cp 2 (x, l) -+- r cp s (a?, i)-t- w 0 

! /;. (r, i) ’ 

et soit pour un inslant 

Q(.r) = u 92(^1 1)-+- r 'fid 3 ") ')"+■ w 0; 

je dis qu’en noimnant x 0 , x,, x 2 , x 2 , x h les ravines de l’equation 
proposde, la quanLitc ©(#„) sera divisible par 

(a? 0 — «1) ( a? 0 — •«*) (»0 — a-’a) (*0 — ^v) ■■ 

Remplagons 5 cet elfet ^ > £■> ^ dans ( M )(x) par leurs valeurs 

en fonction dcs racincs, 0(.r o ) prendra dvidemment la forme s«i- 
vante : 

II(a?o, X\, a? 2 , x : i, a?*), 

II ddsignant une fonction entiere. Cela etant, plagons-nous dans le 
cas de deux racines dgales, en supposant par exemple x 0 = x i} 
cbacun des covariants qui entrent dans ®(x), et par consequent 
cette fonction elle-meme, s’dvanouira pour x = x 0 . 11 en rdsulte 
que II(^ 0 , x u .2?o, #3, tCj,) s’annule quand on j fait x 0 = x,, et il 



(x Q — ar,,)(a? 0 — x. 2 )(x 0 — x 3 )(x 0 — ^4)- 
On peut done, en ddsignant par <]>(#) one fonction entiere, ecrire 


- _ 1 0 
fx( x > 0 


-+- <£(#). 


Cela pose, et observant que l’equation ena n’a pas de second terme, 
j’exprime ^ par la somme des carres de ses racines, ce qui donnera 


f t yi(x, 1) 

D ~~ 2d L/i(a?, I) 


*( 


*)] 


le signe ^ dans le second membre se rapportant aux diverses ra¬ 
cines x = x 0 , x t , .... Or, on sait, par un iheoreme dldmentaire, 


que 


2 


?i(gi 0 

/*(<*> 1) 




sereduitaune fonction entiere, etl’on voitparl& que, a 1 ’exception 
du coefficient t-, lous les termes de •g- sont en tiers, ce qui demontre 
la proposition annonede. 

Determinons maintenant l’ordre de ces termes a l’aide de la for- 
mule du paragraphs YI, 

Oa-t- Sp -t- ‘in — 4i 


et qui s’appliquera, en prenai.it pour 8,, S 2 , o 3 , 8.,, les valeurs 3 , 5 , 
7, 9. Pour les coefficients de t 2 , tv, p 2 ; u~, uw, w-, on obtiendra 
les nombres 12, 16, 20; 16, 20, 24, multiples de 4 ; quant aux 
coefficients de tu, tw, uw, vw, ce seront des invariants d’ordres 
impairement pairs : x4, 18, 18, 22, et par consequent tous sont 
nuls, car, en les divisant par le discriminant qu’ils contiennenl en 
facteur, l’ordre des quotients estinfdrieur a 18, qui est le plus petit 
degre possible d’un invariant gauche. On recommit ainsi, et avanL 
tout calcul, que % est la somme de deux formes quadratiques a 
deux inddtermin^es, l’une en t et p, l’autre en u et pp, de sorte 
que le mode de solution de l’equation % = o, dont ddpend essen- 


presenle de lui-m6me en egalant separement a zero ces deux 
formes. 

Voici celte equation qu’on obtient par une mdtliode facile : 

(() j [Di<*—6 BD<p —D(D,-ioAB)p*] 

( -t- D [— B u 2 -4- 2Dj uw -t-(gBD — 10 AD!) w-] — o. 

D,, comine on l’a dit plus haut, est 

25 AB -h 16 G, 

et, en posant 

Di<*— 6BD^~D(Di— ioAB)r2=o, 

B u 2 —2DiUw — (gBD — ioAD,)w>2= o, 

on trouvera, si l’on ^crit, pour abrdger, 

N = Df — ioABDj-i- 9B 2 D, 

ces valeurs bien simples : 

,_3BD+-v/ND D.Wn 

-d;— u = —*— w - 

Aussi avais-je pensd qu’elles dtaienl la conclusion definitive de ma 
methode, lorsqu’un nouvel examen de l’equalion (r) me fit aper- 
cevoir cet autre mode de solution ou des invariants du huitiOne 
ordre seulement figurent sous les radicaux carres. En l’ecrivant 
ainsi: 


Di (£ 2 — Dr 2 -h 2D Mir — io AD m- , 2 )- 4 - BD(i 0 Av 2 — (Stv — a 2 -h 9 Dip 2 ) = 0) 
on la vdrifie si l’on pose 

i 2 — Dp s + 2 D uw — io AD tv 2 = o, 
io A v 2 — 6 lv — w 2 h- 9D w- = 0. 

Or, en faisant 

t ~ -7= /BT, u = U 4- 5 AW, p=-Lv, w = W 

v 2 t/a 


ces Equations deviennent 



La premiere est satisfaite par ces valeurs 


T = p\V — - U, V = p¥+-U, 

P P 

oii o reste arbitraire, el, en les substituant dans la seconde, il suffira 
pour la verifier egalement de prendre 

p 2 = 5 A -t- 3 y/D. 

Deux voies s’ouvrent done comme consequence de ces deux 
modes de solution, pour achever la reduction a la forme trinomo 
en calculant et rdsolvant liquation du troisieme degre fP = o. Et, 
comme on ne peut voir d’avance aucun motif de preferer l’une a 
l’autre, toutes deux doivent £tre suivies afin d’en comparer les 
resultats, et reconnaitre les irrationnalit^s qu’elles inlroduisent 
dans la formule de substitution. Mais, me sentant plutot attire vers 
la mdthode de resolution de l’equation du cincjuieme degre a 
laquelle M. Kronecker a attache son nom, j’ai prefere consacrer a 
I’approfondir le temps que ces calculs paraissent exiger. J’in- 
diquerai cependant quelques cas particulars oil ils s’abrdgeraient 
beaucoup, en supposant par exemplc D< = o ou B = o; car il 
suffirait de prendre, dans lc premier, 

v — o, u — 3 y/D w, 

et, dans le second, 

t = ± y/D p, w = o. 


Enfin, si Ton avait 


5 A 3 y/l~) = o, 


ce qui rendrait illusoires les expressions de T et V, on devrail 
poser 

U = o, T — — Y, 

d’oii 

t = -E y/DT, u = SAW, p =-5=T, w = W. 

y/2 /a 


nation, au moyen aes invariants, an nombre des racmes reelles ou 
imaginaires tie liquation du cinquieme degre. 

IX. 

Les rusultats obtenns dans l’dtude des formes a deux indeter- 
mindes, independamment clc leur interct propre, paraissent avoir 
pour consequence de donnerala theorie des equations algebriques 
une base nouvelle, et je ne pense pas m’eloigner trop de l’objet 
principal de ces reclierches en montrant de quelle manure les 
nouveaux elements de l’Algebre, invariants et covariants, s’intro- 
duisent dans les questions resolues pour la premiere fois par le 
theoreme de Sturm. Mais oil verraleur rdlc commencer seulement 
a partir du cinquieme degre, comme pour rendre manifeste, sous 
un nouveau point de vue, la profoncle difference qui sdpare les 
equations des quatre premiers degi’es, seules solubles par radicaux, 
de cedes des degres superieurs. Ainsi on a deja remarque que la 
formule g^nerale de transformation 

_ f i ?i (- T , 0 - 1 - h y-iC-yi i) -+■ ■. ■+ t a -\ o„-x (x, i) 

~ ~ 0 

n’a pas d’existenee effective a l’egard des equations du troisieme 
et du quatrieme degre; mais, ces cas exceptes, je vais donner la 
definition des n — i covariants qui servent a la composer. 

Je dis, en premier lieu, que toute forme du degre n admet un 
covariant quadralique du second ordre en supposant n impair, du 
troisieme pour n = 4 i -\-2 , et enfin du cinquieme pour n — l\ f-+-8, 
ce qui exclut le cas de n = l\. 

On a effectivement, pour les formes du deuxieme et du troisieme 
degre (a, 6, a')(x,y)-, (a, b , 6', ces covariants 

(aa’ — btyia, b , a')(x, y) 2 , 

{a-a " 1 -h 4 ab' 3 -h I'iCt' b 3 — 3 b 2 £' 2 — Qaa'bb'Y 
X (& 2 — a b\ bb' — aa b ' 2 — a'b)(x , y) 2 , 

d’ordre 2 i + i et 4 i + 2 ; on en conclul par la loi de reciprocite 
l’existence, pour les formes de degre su + i et 4^ + 2 , de cova- 



degre, ei je vuis uiaum uuvariam q uaurauqin 

d’ordre 4*-f- 8. J’opere a cet efifet sur le covariant cubique et di 
troisieme ordre, ayant pour expression, canonicjue 9 

Y) = y/A (fi, y/£, y/*, |jl')(X, Y)*, 

avec le covariant lindaire et du cinquieme ordre obtenu para- 
graphe III, savoir : 

A(/£X-rV/cY). 

On parvient ainsi au covariant quadratique et du huitieme ordre 

savoir (’) : _ _ _ 

y/A 3 y//c[( \/k— p-)x 2 — (/k — [JL') Y 2 ], 

et il suffit de le multiplier par A 1 pour obtenir l’ordre 4 * H- 8, d< 
sorte que l’on conclut, par la loi de rdciprocite, comine precedent- 
ment, l’existence d’un covariant quadratique du cinquieme ordrt 
pour le degre 4*4-8. 

Ce resultat peut servir de base pour gdneraliser la notion des 
formes canoniques ( 2 ) telle qu’elle a etd donnee au debut de ce: 
recherches; mais actuellement je me bornerai aux consequence; 
que voici : 

. Designant par cp (x,y) le covariant quadratique auquel on vicn 
de parvenir, j’observe qu’en opdrant sur la proposee avec 
on obtient un covariant du degrd n — 2 cpie je reprdsenterai pai 
o, (x,y). Cela pose, eten recourant de nouveau au theoreme don 
il a dte fait usage au paragraphe VII, le systeme des n — 1 cova¬ 
riants du degre n~ 2 pourra etre ddfini par les coefficients de: 
termes en £ et 7j dans l’expression 



C) Un coefficient numdrique —3 serait & r^tablir clevant 1’expressLon qui suit 

E. P. 

( 2 ) On ne pourrait plus, en considdrant par-exemple le sepliemc degre, deter 
miner les coefficients de la transform^ § =(X, p., v, y/7, y/7, v', p.', X') (X, Y) 1 ci 
fonction deXX' = g, pp' = h, w'= k cl l. II serait necessaire de joindre a ces quail 
tites, v v , p p', et m6me X — X' qui s’expriment facilement par des invariant 


A. la verile, el des le cas de n = 5, ces covariants ne sont pas 
ceux qui ont ete employes; maisilsprdsenlent cet avantage d’avoir 
des transformees extremement simples, qu’on peul obtenir expli- 
citement si Ton y fait Ja substilution propre a ramener <?(x, y) a 
la forme monome yXXY. Et c’est ainsi qu’on peut demontrer 
qu’ils sonl lindairemenl independanls; mais j’arrive immediate- 
ment, sans m’arrdter a ce point, a mon principal objel, qui est 
d’obtenir, au moyen des invariants de la forme proposee f(x-, y), le 
nombre des racines rdelles et imaginaires de l’equalion f(x , i) = o. 


X. 

A cet elfet je rappellerai le principe dii & Jacobi, qu’en reduisant 
a une somme de carres, par unc substitution reelle, la forme qua- 
dratique 

(Z 0 -+- at x -+- « 2 U -+- a n ~ l t n -i ) 2 
-+- (to -t~ tj, -i-... b ll ~ l t n —\ ) 2 -+-... 

-t- (h kt\ -i— k- t-2 —. .. -+- /c "- 1 t/i—i ) 2 , 

oil a, b , .. k sont les racines de l’dqualion proposee, le nombre 
des carres aff'eclds de coefficients ndgalifs est precisdmenl egal au 
nombre des couples de racines imaginaires. Et, si Ton fait 

nO)= TTo (*■)-+- qTT 1 (ir)H-. . .-h tn- (a?), 

t: 0 (^;), tc, (.«), ..., TZ/i _, ( x ) dtanl des fonctions rationnelles quel- 
conques de x, le mdme fait a lieu a l’dgard de la forme plus gdnd- 
rale 

n 2 (a)+ n 2 (6)-t-.. . + n 2 (/c). 


Or, en prenant 

fU^T) ’ 

tous les coefficients seronl des invariants de f(x, y), et par con- 

c^mionl ci /in li v./irlnil' line cninmo rlev nn csi'Anl mem nsc 


on aura 




t\ tpi (#, I )4~ to t{>2 ( 3?, i)+. ■ ■+ <,)-] <?//, — l( x i *) 

fx(x, I) ’ 


n 2 (a)+n 2 (^) + - . . 4 - II 2 (/f) = /it 0 2 H-'t> 2 (a)H-‘J> 2 (£) H-. • -H- ( I> 2 (£), 

de sorte qu’il suffit d’op^rer sur la forme quaclralique a n — i 
indeterminees 

F = $*(«) + $*(*) + • . .H-<t» 2 (/c). 

C’est ce que je vais faire dans le cas de l’dqualion du cinquieme 
degre, en supposant comme pr^cddemment, pour obtenir la reduc¬ 
tion a la forme trinome, 

N t cp, (x, i)-+- u oo(cp, i)-+- n (p 3 (a?, i)-t- <* J T ) 

* (ar) " 7U^T) ’ 

ce qui donnera 

-DF =[D, t 2 —GBDifp— D(Di — ioAB)n 2 ] 

4- D[— B a 2 -+- aDj uw -+- (gBD — ioAD| ) nr' 2 ]. 

J’observerai d’abord que le discriminant designe par D est le 
produit des carr^s des differences des racines, inulliplid par le 
facteur positif 5 5 , et l’on en conclut aisdment que la seule condition 
D<^o est ndcessaire et suffisante pour que Tequation posscde deux 
racines imaginaires et trois reelles. Mais l’hypotladsse D>o con- 
vient aux deux autres cas de cinq racines rdelles ou dc cpiatre 
imaginaires, qu’il s’agit done d’examiner. 

Pour le premier, F doit se reduire a une somme dc carres tous 
affectes de coefficients positifs; ainsi il faut et il suffit que le# 
formes quadratiques 

(I) D^ 2 — 6BD^ — D(D,— ioAB)n 2 , 

(II) — B i£ 2 -+- 2 Dj uw -+- (9BD — ioADi)wp> 2 

soient denies et positives. Faisant done, comme au para- 
grapbe VIII, 

N = D| — ioABDj- 4- gB 2 D, 
on aura les criteria suivants : 
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Pour le second, deux des coefficients des carres doivent etre 
negatifs, ce qui est realisd de deux manieres differentes : d’abord 
par la condition unique N >» o, car les formes (I) et (II) seront 
ainsi des differences de carres, el ensuite en les supposanl toutes 
deux definies, l’une elant positive et Pautre negative. Cela donne 
avec N <( o les conditions 


D t > o, B > o, 

ou bien celles-ci 

D t < o, B < o, 


e’est-a-dire simplement BDi ;> o. 

On remarquera que panni ces criteria ne figure point la combi- 
naison 

N < o, Di< o, B > o; 


et le motif de cette exclusion est qu’on supposerait ainsi les formes 
(I) et (II) definies et negatives, e’est-a-dire F Deductible a quatre 
carrds alfectes de coefficients negatifs, ce que Pon recommit 
impossible d’apres son origine meme. Le Tableau suivant peutdonc 
resumer nos conclusions : 


N > o, unc racinc reelle, quatre imaginaires; 

N < o, BD!>o, une racine reelle, quatre imaginaires; 

N < o, BD, < o, cinq racines rcclles. 

Mais void un auLre sysleme de criteria auquel va nous conduire 
la m<§thode suivante : 


SupposanL toujours lc discriminant positif de manure a n’avoir 
a dislinguer que deux cas, j’^cris, comme au paragraphe VIII, 

- DF = Dj ( t 2 — De 2 -+- 2D uw — to AD »> 2 ) 

2 ' 

-+- BD(ioAp 2 — 6 tv — w 2 h- 9D w 2 ). 

Cela posd, soil pour un instant 


on aura 


-i- CO S) = ( £ 3 1 0 v)- to — — UP J , 

^ -i- co'^= (t — 3to'p) 2 —to', 

et, par consequent, 


D,^ 4 -BD^ = 


D[ to — BD 


D, to'— BD 
to' — to 


— 3to'p) 2 — w' 
jjif— 3 top) 2 — to 



Or voici les consequences de cctte nouvelle decomposition on 
carres : 


Supposons les racines to imaginaires, c’est-a-dire 20 A 2 —9D <0, 
on pourra evidemment poser, en ddsignant par T, U, V, W dcs 
fonctions lindaires reelles de t , u, v, w, 


D! to — BD 


Di to 

BD 

to' 

— CO 

,D,co 

-BD 

to - 

- to' ' 

Djto' 

— BD / 


(t -3to'p) 2 =(T +/-1V) 5 , 
(t — 3to o)s =(T — v /=r 7v) a > 


de sorte que F deviendra 

(T -f- v /Zr7y) 2 _ t _(T _ v dTv) 2 _(u +v /II7w) 2 —(u —/^w) 2 , 
on bien 

2 T 2 — 2 V 2 — 2U 2 +2W 2 . 


Nous parvenons ainsi a deux carrds affectes de coefficients ne¬ 
gates, et, par consequent, quatre des racines de l’equation pro- 
posee sont imaginaires. 



Soit, en second neu, a*-— yu > 0; deux c; 

tinguer, submit quc A sera posiLif ou negatif. 

Dans le premiei, les deux racines to sont positi 1 
comrae tout a l’heure conduit h deux carres dont 
sont negalifs. Et dans le second cas il en sera de 
. , D,oj —BD ID, co'— HD - 
les quanlites — ^7—? _ — sont designesci 


irouve 

(D x co — BJ3)(Di to' 


d’ou la condition 


N I> o. 


BD)= - nd, 

9 


Enfin, en supposant N < o, F se reduira a une sc 
dont les coefficients aurout tons le meme signe, et 
seront positifs, le cas ou i 1 s seraient negatifs de 
comme on l’a cldja vu. Les conclusions qui prece 
resumees : 

25 A 2 —9 D < o, une racine reelle, quatre imaginaires; 

25 A 2 — 9 D>o, A > o, une raci n e reel le, quatre imag 

•i5 A 2 — qD>o, A < o, N >»- o, une racine reelle, qu at 

25 A 2 —9D >0, A o, IV o, cinq racines reellcs. 

Elies s’accordcnt avec les r6s til tats auxquels est j 
vester clans le Mdnioire dej a citd , eL j’observerai, p 
la comparaison, cju’on a, entrc -A, 13 , G et les qua 
par J, K, L, A dans ce Midmoire, les relations suiva 

J = A, 

K =-B, 

9 L = G h- AB, 

A = A 3 — 2 11 L. 

Mais la inarche que j’ai suivie ne saurait condt 
important et si nouveau en Algebre, des criteria 
parametre variable entrc cerLaines limites, et qui 
des plus belles ddiconvertes du savant geom&tre ang 
une autre direction que je vais suivre encore ces 
ressantes, en m’occupant du systdme des fonctions 


re me de Sturm pour la determination du nombre de leurs racines 
reelles et imaginaires, on est amene a se demander s’il n’y a pas, a 
partir du cinquieme degre, une modification correspondante a 
decouvrir dans le systeme des fonctions que ce tbeoreme cdlebre 
prcsente sous une seule et meme forme analytique pour les equa¬ 
tions de tous les degres. On peut ainsi penser a retrouver leurs 
proprietes caracteristiques dans certains covariants, alin de les 
employer alors au rn^rne usage; mais ce sont des covariants 
doubles qui m’ont paru s’offrir au moins de la maniere la plus 
immediate et la plus facile, corame je vais le monLrer. 

Mon point de depart est dans une generalisation du systeme des 
fonctions 


V = (x — ci){x — b ).. .(x — k), 

Vi=vV ——, 
x — a 

V , sV y (a b)- 

Jmd(x — a) (x — b) 


que je vais d’abord indiquer. 

Employant avec M. Sylvester ('), afin d’abrdger, le symbole 
£(«, />,...,/r) pour designer le produit des cai’res des differences 
des racines a, b , ../r, je poserai 


<?! = V 


tf 3 =v 


1 X — Cl 
dx — a ’ 


i (x'—a)(x'—b) 
d (x — a)(x — b) 




a)(x' — b)(x '— c) 
I (x — a)(x — b)(x — c) 


£(«, b, c), 


= — a)(x '— b ). . ,(x' — k) £(q, b. c, . . ., k), 


( 1 ) On a Theory of the syzygetic relations, dans les Transactions philoso- 
phiques de i853, p. 4 5 7- 
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de sorte que sera l’invariant de la forme quadratique 

VU - a / , „ -VO 

A &t\ A ct- to -+-. .. -+- ct l ij) 2 . 

De la on conclut dt 5 ja, d’apres le principe de Jacobi ('), que le 
nombre des variations de la suite 

(1) V, y u y n 

est egal au nombre des racines rdelles de liquation V = o com¬ 
prises entre x et x', plus le nombre des couples de racines imagi- 
naires. Cette derniere quantity se determinant en faisant x = x ! , 
on voit que les nouvelles fonclions qui sont a deux valuables rem- 
plissent le meme objeL que celles de Sturm. J’ajoute qu’elles ont 
absolument les mdmes propriety et, bien que je n’aie pas a les 
employer ulterieurement, j’indiqucrai, a cetdgard, les propositions 
suiv antes. 

Soit 

Pi — A;a ;"-'a B/r"-'- 1 A...; 

les coefficients A/, 13 ,-, ... ctant des polynomes enLiers en x f du 
degre i, on aura, entre trois fonctions consdculives Pu t , Pi, Pi+i, 
la relation suivante : 


A? Wi - [A/_i A,-a? a( B/-i A/— A?_, Wi = 0. 


On voit ainsi qu’elles pourront de proche en procbc s’obtenir 
toutes en partant des deux premieres, ou bien V qui est le pre¬ 
mier membre de liquation proposce, eL dont voici l’expression. 
Supposant que V soit donne par la foncLion liomogene f(x,y) 
pour y = 1, on aura 





montrer J eiiet, je vais employer suecmctcment le mode de demon¬ 
stration cle ce theoreme fonde sur des considerations de continuite, 
en laissant fixe la quantity x' et faisant croitre x de x 0 a X. Partanl 
pour cela de l’equation 

t? y ^ x' — a 
V x — a ’ 

je remarque que, si x' est en dehors de ces limites et sup^rieur a X 
par exemple, se comporte exactement comme la derivde V ( . 
D’ailleurs, quand une fonction intermediate quelconque 
s’annule, et Xh+i sont de signes contraires; done I’exces du 
nombre des variations de la suile ( 2 ) pour x = x 0: sur le nombre 
des variations pour x — X, est egal au nombre des racines reelles 
de l’equation V = 0, qui sont comprises entre x Q et X. En suppo- 
sant x'<C.x 0 , on pourrait encore raisonner de raeine, mais en 
faisant ddcroitre x de X a x 0 . Enfin, quand x' est compris entre 
x Q et X, on trouvera que l’exces du nombre des variations pour 
x — x 0 sur le nombre des variations pour x = X repr<':senle le 
nombre des racines reelles comprises entre x 0 et x', moins le 
nombre des racines comprises entre x et X, et ces resultats 
s’accordent evidemment avec l’enoncd donne plus haut. 
J’indiquerai, en second lieu, la relation 

( 2 ) Wi = WA‘h-U;V, 

Wj et U t ' 6tant des polynomes rcitionnels et entiers en x et x 1 . 
Le premier W t - est l’invariant de la forme quadratique 

a)(x’ —•a)(£ 0 -+- aty-+- a-t 2 - 1-.. 1 ) 2 , 

de sorte que la suite des polynomes & deux variables 

I, w„ w„ w „ 

donne par les variations, absolument comme la suite des fonctions 
le nombre des racines reelles comprises entre x et x’ , aug¬ 
ments du nombre des couples de racines imaginaires. Pour avoir 



- J r-(k—p){k — X )=2 d (a — p)(a~x'), 

et de meme 

0(/>> g)=^(q — P)( a ~ q)(a — x')> 

r) = ^(a~p)(a~ q){a— r)(a — x'), 
et ainsi de suite. On trouvera ainsi 

XJ 2 = ^|(^— a)(x '— a)O-(a), 

U 3 = ^(a?— a) (x — b).(x '— a) (V— b) £(a, b) 0 2 (a, b), 

U*=^j^(a?— a) (x — b)(x — c).{x' — a){x — b)(x '—c) £(«, 6, c) 0 2 (<z, 6,c), 


La loi de ces expressions est dvidente, el, bienquedans l’equa- 
tion (2) l’indice i ne doive pas surpasser 11 — 1, on pent ndanmoins 
les continuer jusqu’au Lerme U« que l’on Lrouvc aisemenl avoir 
pour valeur "Q,,. On obticndrait tic mthne d’aillcurs 

W /l =V^„, d’ou ^„ +1 = o, 

comme on pouvait efTectiveraent s’y attendre. Mais c’est la rela¬ 
tion 

<?„ = Wm-j^i-Ua-iV 

qu’on doit surtout remarquer; si, pour abrdger, on reprdsente 
par ^-1 • • •> les valeurs de lafonction V ( pour x — a, b , k , 
de sorte que 

-£ = {ct — b)(a — c)... {a — k), 

^ — {b — a) {b — c).. .(b — k), 
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on aura les expressions suivantes : 


U*-, = 


Jlo 3 

(x — a)(x '— a) 

[Jlo(6 — x ')— ill) (a — x')]- 
{x — a)(x — b).{x '— a) ( x '— b) 


On voit assez, sans aller plus loin dans cette etude, l’etroite 
liaison de ces nouvelles fonctions avec celles du thdoreme de Sturm 
dont elles reproduisent les propridtes analytiques. Elies servenl 
ensuite de transition naturelle et facile pour arriver & celles dont 
je vais etablir I’existence a partir du cinquieme degre et cjui sonl 
des covariants doubles de la forme f(x, y), l’equation proposdc 
etant f{x, i)= o. Pour cela, il suffira de remplacer la forme qua¬ 
dra tique 

- -— (to ■+■ <xt\ -+- tv -+- . . . -+- CL 1 £f) 3 , 


qui donne naissance aux fonctions par celle-ci : 


2 


— a r' 

x — ay 


n 2 («), _ 


ou 1 ’on a, comme au paragraphe X, 

rr/_ -t , *1 0-1- h <?*(#, 0-t-. • • -+- tr,-\ i) 

‘ 7 t+ .. m*: o 


En effet, les expressions --— etant des covariants doubles, el 

7 r x — ay 7 

les quantity 11(a) des invariants, tons les coefficients de cette 

forme seront des covariants doubles en x et y d’une part, x 1 et y' 

de l’autre, et auxquels on pourra donner f(x, y) pour ddnomina- 

teur commun. Mais je ne veux pas m’dtendre davanlage sur ces 

questions generales, qui m’eloigneraient de mon sujet; je m’abstien- 

drai mdme d’appliquer ce qui precede a l’equation du cinquieme 

degre, pour entrer immediatement dans l’etude de la mdthode de 

resolution par les fonctions elliptiques dont M. Kronecker est 


XII. 


La transformation dcs fonctions elliptiques conduit a deux series, 
d’equations algebriques de la plus grande importance pour l’Al- 
gebre el. la theorie des nombres ; les unes sont entre les modules 1 

et /f, les autres entre le multiplicateur ~ et le module. Ge sont ces 

derniercs qui ont old, au point devne de la resolution de liquation 
du cinquieme clegrc, le sujet des beaux tvavauxde M. Kronecker et 
de M. Briosclii, et, coin me les rdsultats obtenns par ces eminents- 
gdometres me serviront de point de depart, je vais les rappeler 
succinctement. 

D’apres un theoreme de Jacobi, cldmontre dans le n° 3 des Annali 
di Mathemalicci, L. I, annee 18 5 8, p. 170, par M. Brioschi ('), on 

sait que les racines de 1 ’dquaLion du sixieme degrd entre ~ = x 
et k, savoir 

_ sin am 4 to sin am 810 
~ sin coam 4 to sin coam 8 to 5 

, • K v K -4- i 1C .j . , 

10 etanl successivement j et -r—— pour v = o, 1, 2, o, 4, s ex- 

primcnt de la maniere suivante : 

Designons par \Jx^ cello qui correspond a to = ce qui 

conduit naturellement a adopter la notation \/x x pour la premiere- 
C[ui esL donnde en faisant to = on aura 

| y/a^ = A 0 y/5, | y/a? 2 = A 0 -i- p 2 A t -t- p 3 A 2 , 

(0 ' y/# 0 = A 0 -t- AjH- A 2 , sfxl= A 0 h- p 3 A t -+- p 2 A,. 

( y/a?j = Ao-h pAi-t- p- v Aj, \ y/j-:* = Au-+- p' f Ai -+- p A 2 ; 

p etant une racine cinquieme de l’unitd. Ces expressions remar- 


( l ) Le P. Joubert avait trouvb, de son cbte, la m6me demonstration, en s’oc- 
minant. de la formation des dauat/on ntre M t/: Dour la transformation relative- 


entre x et k : elles se retrouvent a l’Egard cles racines des Equa¬ 
tions analogues (*) que donne la theorie des fonctions elliptiques 


entre l’inverse du multi plica teur x et les quantites x^~t 


\/k J k' 

v/x /X' 


V* 

• L’idee hardie, et qui devait etre si fcconde, 


d’Etudier en gEnEral loutes les equations du sixieme degrE dont 
les racines s’expriment de cette maniere, quels que soient A 0 , A|, 
Ao, revient en entier a M. Kronecker. Un premier resultat, 
obtenu mais non publiE par le savant gEometre, a Ete donnE par 
M. Brioschi a la page 206 des Annali di Matematica , t. I, 
annEe 1 858, etconsiste dans la formation meme de cette Equation 
du sixieme degrE. Si l’on pose 


A = Ag + A t A 2 , 

B = 8A£ Aj A 2 — 2 Ag Af A| h- A? A 3 — A 0 (Af -t- A|), 

G = 3 aoAj} A*A 1 —i6oA*Af Ag-i-aoAgA} AJ-t- 6Af A* 

— 4 Ao ( 3 a A * — 20 A g A t A 2 h- 5 Af A?) (A J A|) -+- AJ 0 + A| 0 , 


elle aura cette forme remarquable ( 2 ) : 

(x — A) 5 (a? — 5 A)- 4 -ioB(a? — A) 3 — C(x — A)h- j B 2 — AG = 0. 


Un second rEsultat extrEmement important est dans l’abaisse- 
ment de cette Equation au cinquieme degrE ( 3 ). Les expressions 
donnEes par la formule 

y \/$ = ( Xv ) ( a7 v _|_i — a? v -i) (x v +2 — x v _2), 

l’indicev Etant toujoursun nombre entier pris suivantle module 5, 
sont en elfet les racines de l’Equation suivante, ou 5 s II reprEsenlc 


(') M. Brioschi, Sul methodo di Kronecker per la risoluzione delle equa- 
zioni di quinto grado, Atti dell’ Instituto Lombardo, t. I, 1 858 , p. 275, § II, 
et le P. Joubert, Comptes rendus, t. XLVII, i 858 , p. 34 1. 

{-) M. Kronecker, Ueber die Gleichungen funften Grades (Journal de Crelle, 
t. 59 , aan^e 1861). 

( 3 ) Le-cas particulier de liquation M et k avail 6t6 pour la premiere fois 


le discriminant. (') de la proposde, savoir : 

v 5 -h 20B y'+ -t- io(9 B 2 — AG)^ 3 -t- 100B (9 B 2 — AC)y 2 

-h25(gB 2 — AC) 2 / — v/n = o. 


Enfin cette reduite peut dire simplifiee, ct, en posant — 
M. Brioschi parvient ultdrieurement a cc beau rdsultat ( 2 ) : 


5(9 B 2 — AC) 


II sert en effet d’origine a ces dqualions remarquables du cinquieme 
degrd dont les racines s’obtiennent sous forme explicile a 1’aide 
des transcendantes elliptiques, et qui, a cet egard, offrent deux 
cas principaux. Le premier s’obtient en posant 

A = 1, B = o, C = — 2 8 k 2 k ' 2 ; 

alors 1’dquation du sixieme degrd en x n’est autre que la relation 
entrele multiplicateur etle module considerde plus haut, et, comme 
on La dit, on a 

sin airno sin am8 to 
v ~ sin coamj w s ' n coamti w 

Quant a lardduite, elle a la forme trinome 

x°-h5 /c 2 k' 2 x — 2 k 2 k ' 2 (1 — 2 k 2 ) = 0, 


a laquelle j’ai eu pour but, dans la premiere partie de ces 
recherches, de ramener toute dquation du cinquieme degrd. 

Le second cas s’obtienl en posant 


A — 0, B = 
il conduit a la rdduite 


iG 


x*>- 


k 2 k' 2 


x 3 - 


45 

‘ k'* k' !> 


„ r — iG/c 2 /c' 2 


-(l—2/c 2 )(H-32/c 2 /c' 2 )= 0, 


(') Oil trouvc aisdmcnt, pour A = 0, 

n =(C 3 — ia 3 B s ) 2 ; 



ou plus simplement, en mettant au lieu de x, 


x h — i o x 3 -t- 4 5 % -+- 


(i — 2 /c2)(h-32/: 2 ^' 2 ) 
kk' 


et c'est a cette equation particuliere que la mdthode de M. Kro- 
necker permet, comme on le verra bientot, de ramener le cas ge¬ 
neral. Quant a l’equation en x du sixieme degre, ses racines s’ex- 
priment de cette maniere 

cosamato cos am 4 w 

cosam/ito . cosamau’ 

t , • K vK + iK' . . , 

to etant toujours et-^; nous avons ainsi les quantites par 

lesquelles M. Kronecker est parvenu le premier a representer cer- 
taines fonctions cycliques des racines de liquation generalc da 
cinquieme degre, et par consequent les racines meraes de cette 
equation. Mais je renonce a dire, en ^num^rant ees divers resuitals, 
ce que je crois plus particulierement appartenir au geometre allc- 
mand et a M. Brioschi, plusieurs choses fondamcntales me pa- 
raissant avoir etc simultan^ment ddcouvertes par les deux auteurs. 
Je citerai surtout ce qui concerne les r^solvantes de 1’equation 
generale du cinquieme degre, clontles racines ont la forme clounec 
par les Equations (i). J’ai etudie avec admiration l’analyse donnce 
par M. Brioschi sur ce point si important, et elle me servira de 
base pour les considerations que je vais exposer. 


XIII. 

Designons par £ v , l’indice etant un nombre entier pris suivant le 
module 5, les racines de liquation (a, (3, y, y', (3', »/)(£, i) !i = a, 
de maniere a representer par ces formules de M. Betti, savoir 

HaV-4-ij £(av4-i) 3 -t-n 

ou «, 6, c sont egalement des nombres entiers pris suivant le 




! £(a 3 VH-i) 3 H-c 


de sorte quc toute fonction ralionaelle des racines, invariable par 
les substitutions d’un de ces groupes, n’aura quc deux valeurs 
distinctes, et s’exprimera rationnellement par les coefficients de la 
proposde et la racine carrde du discriminant. Considdrant desor- 
mais comme quantitd adjointe cette racine carrde, on pourra se 
borner aux substitutions ( 1 ), et les fonctions des racines dont nous 
allons surtout nous occuper, qui ont seulemenL six valeurs, seront 
caracterisees comme ne changeant pas par les substitutions £ a 2 v+ 6- 
Soient done i^ = F(^ 0J £)? £ 2 , 5a, £.i) '-me Lelle fonction et u n ce 
qu’elle devient en remplagant par £ 3v » +H , les six valeurs qu’elle 
pourra prendre pour les 60 permutations (I) seront u, u 0 , u { , u 2 , 
u A , et le systeme de ces quanLitds donne lieu a la remarqne sui- 
vante. Convenant de reprdsenter la premiere par et les autres 
par u n , l’indice dtant pris suivant le module 5, on verifiera Lrds 
facilement qu’aux substitutions 


(A) 


I M» 
5v*i i I 



correspondent ( 1 ) 



Mais les substitutions (A.) rdpdtdes donnent Loutes celles des for- 
mules (I), et il est visible qu’en composanL entre elles les substi¬ 
tutions (B), on trouvera pour rdsullat j u nn _ t h j? a, b, c, d dtant 

des entiers pris suivant le module 5 et tels que ad — be est rdsidu 
quadralique. On voit done que le groupe de 1’dquation en u : dans 


(’) Par wi se trouve ctesignd n' 6lanl un cnlicr tel quc /m' = r (rnoclj). 

E. P. 



donl le premier membre depend seulement de donne k-k /2 ; 

enfin la condition B = — acheve de determiner p et q. Yoici 
maintenant une remarque importante quir^sulte de cette methode. 


XIV. 


On a vu tout a l’heure que liquation du sixieme degre 
(i) (x — A) 5 (# — 5A)-+-ioB(a7 — A) 3 — C(a? — A)-+-5B' 2 — AC = o 

etait reducible au cinquieme, la transformde obtenue par 
M. Brioschi ayant pour racines les expressions 


Vv/5 


[( x x — soy, ) ( a? V 4-i ~Xv- 1 ) ( .r VH - 2 — a?v- 2 )] 2 , 


ou l’indice v prend les valeurs o, 1 , 2 , 3, 4- H s’ensuit qu’en par- 
tant de l’equation g&ierale 


PiYi Y\ 0 *=o, 


et faisant k n =u n , nous allons pouvoir revenir au cinquieme degre 
en obtenant comme consequence du passage par l’dquation ( 1 ) ces 
r^sultats bien remarquables. En premier lieu la transformde eiu, 
savoir 


(O 


z 5 


SB 5( 9 B 2 — AC) 
8 4 '- 


4 5 


v/n = 0, 


ne contient pas, comme on le voit, de puissances paires de l’in- 
connue. En second lieu, comme on l’a dit plus haut, dans le cas 
de A = i, B = o, C=— 2 8 /c 2 A /2 , et dans celui-ci : A = o, 

B = — jrpz’ C = 2 8 -— k - , c’est-a-dire, au fond, en suppo- 
sant B = o ou A=o, cette transformde peut £tre rdsolue par les 
fonctions elliptiques. On voit done combien il importe de recon- 


naitre ae qnejie maniere ciepenaent ies mconnues z ei voici 
comrne on y parvient. 

Soil pour un instant 

R = -t- Atq *+" ~ '~ a - ( A'o -I- /C3 ), 

S = *1 •+■ h -1- ~~~ ' (A.— *»), 


on trouvera immddiatement 

/a;* — v/^o—^S, \fx K -\-\fx^ = (/5 -+- ])R, 

/a?!—\Ar,,.= 2T, v/a^i-t-V^r== (/a-t- 1 ) S, 

\Jx« — /a? 3 = — (v/5 -+- i)T, /*j+\/a;j= 2 R, 

et Ton en conclura s 0 = eRST, e designant un facteur numerique. 

De cette expression rationnelle par rapport aux diverses quan¬ 
tity k, n on ddduira ensuite une autre racine queleonque .z v , en 

effectuant la substitution | j- Ce rdsultat montre qu’en faisaut 

k n = it/,, le produit RST, qui devientalors unefonction rationnelle 
des racines £ 0 , £ 1 , £ 2 , £a, £/,, est symdtrique par rapport a quatre 
d’entre elles, et peut s’exprimer rationnellement en £ 0 > au moyen 
des coefficients de l’dquation etde la racine carrde du discriminant. 

Effectivement, la substitution | M/ * |, par laquelle z v se deduit 

de z 0 , s’obtient comme on l’a vu dans le paragraphe precedent, en 
faisant sur les racines \ la permutation circulaire qui consisle a 
ajouter le nombre v aux indices. Cette propridtd singuliero et si 
remarquable du systdme des valeurs de la fonction cyclique designee 
par u , se retrouverait encore dans le produit de ces Lrois facteurs 
ou to est arbitraire, savoir 


R = u x ■+■ Uq + w ( 1*2 -+- M3 ). 


donnent pour resultats 

j B, S, Tj |'r, S, Tj j R, S, T) 

(—R, — S, Tj j R, — S, — T j j-T, R, — Sj 

Mais, nous proposant d’approfondir cette nouvelle formule de 
transformation qui ram£ne a liquation ( 2 ) liquation g^nerale du 
cinquieme degre, nous supposerons toujours dans ce qui va suivre 


XV. 

Les recherches qui me restent a exposer dependent principale- 
ment du choix de la fonction cyclique des racines £<,5 £1, £2, L; 
de l’equation gendrale 

que Ton a prdcedemment d^signde par a. G’est de la en effet que se 
deduira la formule de transformation ^ = RST, ou la nouvelle 
inconnue est une fonction rationnelJe et entiere de la racine ct 
en prenant pour u un invariant par rapport aux racines, cette 
formule, comme celle dont j’ai d’abord fait usage, savoir 

^ = *O-i- mpafa?, 0+ v y 3 (ar, Q-f- w>y t fa?, 1 ) 

/*(*> 0 

conduira a une transformde dont les coefficients seront des inva¬ 
riants de la forme f— (a, (3, y, y', {S', y)*. Les deux substitu¬ 

tions se ramenent en effet au m£me type, et chaque expression u 
donne naissance a des covariants cubiques tels que cp ( (a?, y), 
cp 2 (a?, y), ..., mais dontl’ordre est toujours un multiple de 4 aug- 
mentd de 3. J’ajouterai encore a ce rapprochement entre les deux 
mdthodes de resolution de l’equation du' cinquieme degr^, en de- 
duisant de la sec'onde les conditions de realitd des racines. Sous ce 
nouveau point de vue, on verra qu’il ne sera plus ndcessaire de 


recourir au pnncipe cle Jacom, ie caractere propre ae la seconde 
methode consistant en ce que l’on opere toujours directement sur 
les racines. G’est pourquoi nous aurons lieu d’employer, clans tout 
ce qui va suivre, une transform^ canonique cle la forme proposde, 
differenie de celle qui a et£ consider^ au d£but de ces recherclies. 
Nous la definirons par une substitution lin^aire qui donne pour 
resultat 

f = (o, a, l*. b', a', o)(r, y) 5 , 

et de maniere qu’aux racines £ 0 , £|, £ 0 , £ ;) , £* correspondent respec- 
tivement les qualities i, e, o, oo, r,, en posant 

c (So-SiMSi-g.) ... (So-k)(S«-$0 

($1)- $s)($l-£s) ‘ (?0- - U) 

Soit done I = aJ l 0 (£ o , £,, £ 2j £3, £/,) l’expression en £0, £1, ••• 
d’un invariant dont 1 ’ordre soit un nombre pair quelconque n] en 
d^signant le coefficient de £3 dans 0 par 9(£ 0 , £ 2 , £ 3 , £ /( ), on 

aura pour forme canonique 

I =( 5 a) H 0 (r, s, 0, •/)). 

Je vais appliquer ce resultat a l’invariant du dix-huitieme 
ordre K, dont je rappellerai d’abord 1 ’expression en fonction des 
racines. 

Soient a cet effet 

el. convenons de representer par F v , G v , H v ce que deviennent 
respectivcmcnt ces quantites, en ajoutant aux indices des racines, 
toujours pris suivant le module 5, le nombre v; on sail qu’en 
faisant 

X V =F V G V H V 

on aura, abstraction faite d’un facteur num&rique, 


K = ai8XX,X 2 X 3 X 4 . 
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il suit : 




3 = i — 2 e -T- er n (j 1 = 

= £ '0 — ' 


CfC = i — 2 r, -t- sr,, 

,f, = 26 —e*—r n Cj’i = 

= 1 ET, — 

-E 2 — 7), 

JCi = E 2 - 1 — 7], 

= e-t-t)— £ ' 0 , ^2 = 

= £— 7) 

4-^, 

3 £ 2 = £ — V) — S'*), 

^3 — £ "f" ■/] I ■ ^3 = 

= -I- 

- E -t- 7], 

Cf £ 3 = £ — V) — 1 , 

#i=— 8 + 267)— 7)*, £4 = 

= £-•>.i 

iT] -+- r t -, 

CfC .4 = — £ -+- 7]-, 

et, si Ton. pose 




la transform^ canonique de 1’invariant du dix-huiti&me ordre sera 

K=(5u) 




Ces quanlites F, G, H ont pour notre objel une grande impor¬ 
tance, et tout a l’heure il sera n^cessaire de connaitre comment 

elle se permutent les unes dans le 

s autres, lorsqu’on effectue la 

substitution ] ^ (• Or on trouve aisement ces r^sultats, savoir : 

( Gv 3 ) 

( F F t 

F, 

Fa 

F, ) 

( F G 3 

— H 4 

— H, 

-g 2 f 

j G Gt 

G 2 

Ga 

Gi L 

( — G -H 3 

— F v 

Ft 

H 2 j 

( H H, 

IF 

H 3 

Hi J 

( — H -Fa 

G 4 

— Gt 

-F. j 

Relativement a la substitution j j| ; 

| 3 on obtiendrait 

j F Ft 

f 2 

f 3 

f 4 ) 

( — H — H 2 

— H 4 

— Ht 

-h. r 

( G Gt 

g 2 

g 3 


( — G - G, 

— G 4 

— Gt 

-Ga [’ 


t H H« H, H, IL ) 



que i on reconnait lmmeaiatement etre des invariants, et qui sont 
aussi des fonctions cycliques des racines, se reproduiront l’une et 

1’autre, changes de signe, lorsque l’on fera la substitution j ^ j- 

Elies r^unissent done les conditions qui permettent de les em¬ 
ployer a composer une fonction a contenant deux indeterminees; 
mais leur etude exige que l’on considere en raeme temps que F, 
G, H les quantity 

En designant par / v , £- v , /i v ce qu’elles deviennent lorsque l’on 
ajoute v aux indices des racines, on trouve que la substitution 

| ^ | op£re les changements que voici : 

I / A A A A ) 

'If , 5-3 K hx gi Y 

I g K /, /, A, I’ 

( A hi A 2 A 3 A 4 | 

( h A gk gx A i 

La substitution j j| v | donne pour resultat 


/ 

/. 

ft 

A 

A 

— A 

— h t 

- a 4 

— hi 

-a 3 

g 

gi 

gt 

g 3 

gk 

~g 

— g% 

— gk 

g 1 

— gs 

A 

hi 

hi 

a 3 

K 

-/ 

-ft 

-A 

-A 

-A 


d’ou 1’on voit que, sauf certains changements de signe, les deux 
groupes de quinze qualities se permutent de la meime manifere, 
quand on effectue les m6mes permutations sur les racines de la 
propos^e. Me bornant a remarquer en ce moment qu’en posant, 


on a les relations suivantes : 


G*-H *=4 If, 

H2 - F* = 4 Iff, 

F*- G*= 4 Ih, 

j’arrive immediatement a l’etude de nos fonctions cycliques. 


XVI. 


Soient a cet effet 


U = a«FF 1 F 2 F 3 F,, 
V = a 6 HH t H 2 H 3 H 4 , 


de sorte que l’on ait pour l’expression de u avec deux indeterminees 
u — p U -+- q V, 


le sysleme des six valeurs : u„, u 0 , u ,, a»,u 3 , « 4 s’obtiendra, d’apres 
cc qui a die dit au paragraphe XIV, en effectuant sur la premiere, 

qui represente u xl la substitution j ce qui donnera m en 

prenant i= 0 , 1 , 2 , 3, 4- On aura, d’apres cela, 


c^FF, F 2 F 3 F 4 , 
U 0 =— a 6 FH t G 2 G 3 H 4 , 
Ui =_ a 6HF J H 2 G 3 G4, 
U,=-a«GH,F,H a G 4> 
U 3 =— a«GGiH,F s H 4 , 
U 4 = — a 6 HG t G 2 H 3 F 4 . 


V.= a G HIIiHjH 3 H 4 , 
V 0 = a 6 HG 1 F,F 3 G 4 , 
V, = a e GHi G 2 F 3 F 4 , 
V, = a«FG 1 H,G s F*, 
V 3 = a e FF 1 G 2 H 3 G 4 , 
V 4 = ct 6 GFi F0G3 H*; 


or ces expressions donnent lieu aux transformations remarquables 
que voici : 

( U w = 4- a G F[/i 3 H 2 -f-(/i 3 -+- fgh) FH 
( U 0 =+a®F[/i3H2-(A3 4 _ i /^/ i )FHH-(/i2+/^)^], 

( U 1 =-a<H[^G»-(^+/ ? A)GH+(^+/?i )*/] 1 
U 4 = - a«H \x 3 + (x* + fxh) GH 4 -(** +//z) 2 1 \ 


( V«, = —a 6 H[/ 3 F 2 — - (/ 2 H -gh)H], 

( V 0 = -+- a G H [/ 3 F 2 -f-(/» +fgh) FH -(/* -+- gh )H] , 

j V! = _ a 3 G[A 3 H 2 + (A 3 -+-/£-A)Gri -(h'--+-fgyi], 
j V 4 = -f- a G G[A 3 H 2 — (A 3 -t- fgh)GH — (A 2 -+• 

j v 2 = + a o F G 2 -b(^ 3 -f-/,§-A)FG —(g*-hfh)* l], 

( V 3 = -+- a 6 F [ 6 - 3 G 2 -( 5 ' 3 +/^)FG -(gi + fh)*l]. 

La demonstration est facile, comme on va voir; il soffit, en cffet, 
d’etablir la seule relation 

U» = a« F [ A 3 H 2 4- (A 3 +.fgh ) FH -h (A 2 -h fg ) 2 J], 
pour en ddduire toutes les autres. Or elle revient a cette dgalite 
F t F 2 F 3 F* = A 3 II 2 -+- ( h*-hfgli) FII + (A 2 -+- fg) z l ^ 

que Ton verifie immediatement en employantles expressions sui- 
vantes : 

Fi F 2 = — £ 2 )All -t-(ijo— £ 1 )( £0 — ?a) (A 2 -r-fg), 

F,F t =(5,-5*)AH+(So-5»)«o-50(A*+/S') 1 

et observant que l’on a identiquement 

(So—5i)(So —S.)Cg a —l*)-t-(5o—5a)Uo— €») 

= (So—Si)(So—S 4 XS 3 —e.)-+-(So—S*)(So—SsKSi—S*)= F. 

Quant aux produits F,F 2 , F 3 F 4 , je remarque qu’en multipliant 
le premier, par exemple, par a*/,/ 2 , on obtient un invariant par 
rapport aux racines dont la forme canonique est 

( 5 IT )■*■ 7 ) ( E — T] ) ( 2 G — E 2 — 7 ) ) ( £ 4 - 7] — ET) ). 

Yoici d’ailleurs la forme canonique de la quantity 


savoir 


(5il) 4 v)('e — T i)[( e — i)r ( 2 4 -(e 3 — 3e 2 + e)-/] — e 2 (£— 2 )], 


de sorte qu’ayant 
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on etablit par l’egalitb des formes canoniques celle des expressions 
proposees elles-memes. Apres avoir demontrb la relation 

U» = a" F [ AS Hi -K h 3 -+•. fgh ) FH ■+■ ( h' 1 +fg )*/], 

nous en dbduirons comme il suit toutes les autres. 

Soit pour un instant 

U gb =4'(F i H,/i, A* -hfgj), 

nous obtiendrons d’abord U 0 , en elfectuant sur les racines la sub¬ 
stitution I | qui laisse l invariable et donnera 
( 5sv> 5 

U 0 =<F(F, — H, A, 7i 2 -+- fg, l). 

Maintenant, ajoutons aux indices les nombres i, 2 , 3, 4; il 
viendra, en dbsignant par L, 4? 4 les valeurs correspondantes 
de 4 

U 1 = *(F 1 ,-H l , A t) A?4), 

U 2 = <F(F 2 , — Ho, A s , h\+f t g u h), 

U 3 = <F(F 3 , -H„ fh,hl+f 3 g 3 ,l s ), 

U 4 = <F(F 4 , — II 4 , A*, hl+figi, h). 

Elfectuons ensuite dans chacune de ces egalitds la substitution 
| j> on tirera les suivantes : 

— Ui== < F( G 3 , F 3 , / 3 , ■+■ gnh-i, 4)> 

U 3 = <t >(— H 4 , — G 4 , g k , gi+hfi, 4), 

U 2 = <F(— Hi, G t , g u g\ + lHf u 4), 

— U 4 = < F(—G„ F 2 , fz, -+- gi a 2 , 4)- 

Enfin, dans chacune d’elles ajoutons aux indices des racines le 
nombre nbcessaire pour ramener dans la fonction <I> les quantiles 
F, G, H, et l’on obtiendra de cette maniere 

-u 3 = <f( g, f, /, p + gh : i), 

U 4 = <F( — H, — G, g, g 2 -+- hf, l), 

T L — cbf — T-T a cr o2 h -F 1 N i 


EQUATION DU CINQUIEME DEGRE. 3g9 

les egaliles qui precedent la substitution j ^ |, car L T W , CJ 0 , CJ ( , 

U 2 , U 3 , U* deviennent par la — V*, V 0 , V 2 , V.<, V,, V ;! , de sorte 
que Ton aura 

Voo = <t>( H, F, -/, /M -gh, Z), 

V 0 = <i>(— IT, -F, -/,/2-h.^A, /), 

— V! = <t>(— G, -H, - A, A*-f-/«r, Z), 

V 3 = <t>(- F, G, - ff, g' x -\- hf, Z), 

V 2 = 4»(_ F, - G, - g, g*-+-hf, Z), 

— V t = <E»( G,-ll,~h,h*-+-fg,l), 

et toutes les relations donn^es plus haut se trouvent ainsi demon¬ 
trees. 


XVII. 

La consideration des quantiles U et V ne suffit pas seule a 1’objel 
que nous avons en vue, et aux resultals precedents il est necessaire 
de joindre ceux que nous allons tirer des fonctions cjcliques du 
second ordre envisages par M. Briosphi dans le lieau et important 
travail deja cite : Sul metodo di Kronecker j>er la risoluzione 
delta equcizionl di cjuiiilo grado. Voici d’abord les valeurs de ces 
fonctions, ainsi que leurs formes canoniques cn e et 7) : 

I u BO =a*(?o-SO(?i-S,)(S a -53)(53-$*)(5*-5o) = 25a*e( I -6)(i-7j), 

«o=» 8 (? 0 -5s)(? 3 -^)(?*-5i)(5i-S*)(5 S -5o) = a5a*6(T,_e), 

J « 1 = «»(Si-5*)(S*-SoK5o-SO(5*-? 8 )(53-$i) = a5ri*( e -7j)(i-r,), 
« s ==a»(5 > -S 0 )(5 6 -5 1 )(5 1 -55)($3-^)(S*-5*) = a5a*7 1 (i-6), 

»3 = « a (5s-5 1 )(5l-S 1 )(? S -^)(^-?o)(So-S3) = a5a 8 6 Y)(7,-l) > 

\ «4= «*($*-S a )(S*-S3)(5 3 -So)(5o-Si)(Si-?0 = 25«*>i( E -7i)(6- I ); 
' »-=« j (?o-^)(S*-?4)(S*-Si)(?i-S3)(S3-5o) = a5ilS7 1 (7,-6), 

1 tJ«=a*(?o-^)(S4r-5 I )(5 a -?»)(S3-5i)(Si-So) = 25a*7 1 (i-s)(i_i 1 ), 

«J = a S (Sl-So)(?0-S3KS3-S4)(S*-b)(S*-^)=« 1*611(6-I), 
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diatement les relations suivantes, dont on verra bientot 1’im- 
portance, savoir : 


au 00 = 4 - a 2 A(H -f- F), 
2U 0 = — a 2 A(H —F), 
2»i = 4- a 2 ^(G — H), 
= — a 2 ^-(G -+- H), 
au 2 = — a 2 /(F — G), 
2 u 3 = —a 2 /(F + G), 


2t) 00 =4- a 2 /(H — F ), 
2Uo = — a 2 /(H 4- F), 
2D 1 = + a 2 A(G + H), 
2 0 4 = — a 2 A(G — H), 
2 xi 2 == — a 2 ^(F 4- G), 
= —a 2 ^(F — G). 


J’en deduirai d’abord l’expression des invariants du quatrieme, du 
huitieme et du douzieme ordre, de la forme du cinquieme degre, 
en fonction de F, G, H et/, g, h. On trouve aisdment, en cffet, 

U 2 4- U 2 4- U 2 4- U 2 4- Uf 4- uf = — -xS{lS A 4- 3 y/5D ), 
l> 2 4- U 2 4- »J 4- u| 4- »1 4- t)f = - 25 (x5 A — 3 v/3d), 


et, par consequent, 

a 4 [ A 2 (F 2 4- H 2 )4- ^ 2 ( H 2 4- G 2 )4-/*(G*4-F*)] = — 5o(25A4-3/5D), 
a 4 [f- (F 2 -b H*)-4 A 2 (H 2 4- G 2 ) 4- g* (G 2 4- F 2 )] = — 5o (25 A - 3 /5D), 

d’ou 


\f i (2 F 2 4- G 2 4- H 2 )4-£' 2 (aG 2 4-H 2 4- F 2 ) 4 - A 2 (2H 2 4-F 2 4- G 2 )]=— 9.5oo A, 
a4 [/ 2 (H 2 — G 2 )4-^ 2 (F 2 — H 2 ) 4 - A 2 (G 2 — F 2 )] = 3oo/3I). 

Considerons ensuite la somme des produits trois a trois, que l’on 
peut- derive de cette maniere : 

(U 2 4- U 2 )(uf4-Uf)(u£4-U 2 )4-U 2 ug(uf4-Uf 4-U 2 4- u|) 

4- ttfuf (u 2 4- U 2 4- U 2 4- U§ ) 

4" Uj U§ (u^4- U 2 4- Uf 4- Uf). 


n ) Le-H- a* ( u* -+. H 2 )J 


4- F 2 ) 2 [/, 2 (G 2 4- H 2 )4- / 2 (H 2 4 - F 2 )] 

+ _L /i-v(H* - G 2 ) 2 [/ 2 (H 2 4 - F 2 ) + ^ (F 2 + G 2 )]. 

Mais ces diverses expressions ne sontpas sousleur forme definitive; 
observant en efl'et que F, G, Hn’y entrent que par leurs carres, on 
pourra, au inoyen des relations 

G 2 — H 2 = 4 //, 

H«_F* = 4Z^ f 
F*— G» = 4 lh, 

auxquellcs je joindrai 

f-+-g-+-h = 0, 

les fairc uniquement ddpendre des quatre quanliids F 2 , g, h ct l. 
On trouvera ainsi 

A 

—y — — ‘X(g'-^rgh + A 2 )F 2 — (g — h)(2g*+gh + 2h*)lt 
5 2 i/ 5 D , , 

—— = jghl = —{g-*-h)ghl, 
a 3 D 

— =(i?'4- h)*g*h*l*, 

CO 

— = (g + h)*g*h* F«4- 4(g—h)(g + h)*g*h*lF> 

-+- ( g* 4- 4 g' h 4- [ 2 g G 7i 2 4- 6 g* A 3 —5 g'-h>> 4 - 6 £•» h* -+- 12 ^ 2 7i°4- 4 g]o l 

— '*gh(g — h)(g 6 + 3^/i4- 8^/i 2 4- 4 - 83 * 71 * 4 - 3^4- /i#)/3 } 

el ia valeur de (B montre bien effeclivcment qu’il s’dvanouit pour 
l = o et g—o y e’est-n-dire lorsque deux couples de racines 
deviennent dgales entre elles. 

Les equations ( 1 ) peuvent aussi servir a ddmontrer immddiate- 
II. - II. 
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u 0 —T- Ui -t- U 2 -f- U 3 -f- U 4 = -1 U®, 

U„— Ui-T- U 2 -f- ll 3 — ll 4 = u u -+- 2 Do, 

»«.— U 0 — U 2 -t- ll 3 -+- lt 4 = U t -+- 2»i, 

U®-+- Uo— Ui — u 3 -+- u 4 = u a -+• ao 2 , 

»®-i- «o+ Ui— u 2 — u 4 = u 3 -t- 2 d 3 , 
u®— »0+ III -+- U 2 — W 3 = U 4 -+- 2D 4 . 

Mais nous les emplojons principalement a l’dtude des nouvelles 
fonctions cycliques du sixieme ordre formdes en dlevanl u el m au 
cube, et que nous allons joindre a U et V. 


XVIII. 

Je montrerai en premier lieu que ces deux groupes de quantiles 
U et it 3 , de natures si differcntes au premier abord, peuvent lire 
compris dans la meme forme algebrique. Pour cela, je remplace 
lcs carr^s F 2 et H 2 , dans J’equation 

8it 3 = a 6 A 3 (F 3 -f- 3F 2 H -+• 3FH 2 -f- II 3 ), 
par H 2 — 4 et F 2 + 4 Ig, apres avoir divisd par 4, il viendra ainsi: 

2U 3 = a 3 (A 3 F 3 -+• A 3 II s ■+■ IghHF — ZghHH.). 

J’opere de meme dans la relation 

U M = a 6 [/t 3 FH 2 + (/i 3 +/^/i)F J H + (A 2 -h/£) 2 /F], 
ce qui donne 

U 00 = a« [ A 3 F 3 -+- (A 2 —/A — f i )h H 3 

-+- (/ 4 + a/ 3 A- /* A 3 - 6/A 3 — 3 A*) l F - 4 (/ 3 A■+• a/ 2 A 2 — h *) HI j . 

On voit done que les deux fonctions cjcliques du sixieme ordre 
sont comprises dans cette forme 

<?(/, ^)F 3 +- * (/, h) H 3 + ®i (/, A) ZF + (/, A) Z H, 

o et tj; ^tant deux polynomes homogenes du troisi&me degre, ©, 


en recnercnant 1 expression ta pius generate ae ces poiynomes qm 
permette d’obtenir ainsi des fonclions cyclicjues. Mais, pourne pas 
trop m’etendre, je me borne aux quantites U etu 3 , et, observant 
<jue l’expression 

ou Jghl cst proportionnel a la racine carree cln determinant, cst 
aussi du sixieme ordre, j’envisagerai senlement les expressions de 
•oette forme 

mU -+- n u 3 -f- fghl(\x. it -t- vn), 

■ou ;n, n, p., v sont des constanies. Cela dlant, je me suis arrele a la 
combinaison suivante : 

U — ‘in 3 — fghl{ 6« -+- 4 u) = V), 


d’ou Ton tire 


j a° [ -4-fffh II 3 + (h — 2 /) g*hi II + /* IF], 

( U 0 = a® [ — fghll 3 — {h — 2 f)g 2 hlll -t- fH FJ, 

f t) 1= fghG* + (g-‘xh)pglQ'— MZH], 
| X) k =a 3 \—fghG 3 -(g—o.li)pglG — hH}:l], 

j t) s =a«[— fghF*-{/-ig)h'-flF -+-gH G], 
( X‘) 3 = a G [— fghF 3 —{f — ig)h-fl F — gH G]. 


En operant ensuile dans X) la substitution 
■second sysleme, savoir : 


5v 

$2V 


j’en deduis ce 


j \ c >„= a °[—fgh F 3 -{-(_/ — ’ih)g" 1 flF — 7iA HI], 
j \? 0 =a *[—fgh F*+(f—ih)g*flF+h*m], 

( = fghll 3 -(h - o.g) f* hill — gHG], 

j a°[-f- fghll 3 — (h — ‘xg)f i hlll gHG], 

( <?* = [ -fgh G 3 + ( g - if) h'- gl G -+- /* l F ], 

( \ l ) 3 = a» [ + fghG 3 — (g — •>. f) h'glG +/‘/F ]. 


Maintcnant je prendrai pour la fonction u celle expression ou 
figurent quatre conslantes qui tout a l’licure se rddnironl a deux 
senlement, savoir : 



difficile et le plus important de mon travail, et elle ne pourra elre 
justifiee que par les resultats qui en sont les consequences, et que 
je vais exposer. 


XIX. 

Je reviens maintenant, pour en effectuer la determination, aux 
quantites precedemment designees par R, S, T, et qui figurent 
dans la formule de transformation propre a la metliode de M. Kro- 
necker, savoir : 

R = lt 0 - f- O) ( tl 2 -+■ U 3 ), 

S = U t -f- w — W 0 ) J 
T = u 3 — a, -+- to (14 — 14). 

On se rappelle qu’on a pose to = —^faisant d’apres cela, pour 
abreger, 

f =-2^/iFs-(/s + 2^A)(f — h)l -+- y/ 5 / 3 1 , 

U = — 2/1/G 2 — (g 2 -{- 2/1/) (h — f)l-h\f 5 g*l, 

I; = — 2 /^H 2 —(A 2 -*- 2/£-) (/ — 

on trouvera immediatement 

I O ao -(-t3o-H‘«j(-0*+t33) = 4- wa°/fF, 
l Oi-i-'O t -Hu(tD ao — t) 0 ) = — waBAIjl-I, 

] XD 3 — ‘0,H-a»(tD 1 — D 4 ) = — toaB^jG, 

j ^06+ Vo -+• hj(^?2 ■+• ^3) = -+• 

/ '<?„) = — a G /il)H, 

\ ^ 3 -■<?*) = - 


Soit en second lieu 


f' ={h — g — s/Zf) ghl, 
i' = (f—h —\/5g)hfl , 


ei i on aura ue memo 


I 2 /ghI[u„-+- u 0 + u(u 2 +u 3 )] = + a°/t'F, 

l 2 fghl [»! -+- u, t CL) (u w — u 0 )] = — a 6 h I)' H, 

; *fghl{vLt— «s+ w(m— 14)] = — a*g»'G, 

O) \ 

1 ■ifghl[u aa -\- M 0 -+• w(« 2 -4-» 3 )] = •+- ioa °/{' F, 

I 2fg/il[lh-h 14 + oj(d m — » 0 )] = — a)a«/il)'II, 

\ 2fghl[n 3 — b 2 + a>(Dj — n,,)] = — wae g fl ' G. 

Or il rdsulie des Equations (i) que p et p' n’entreront dans R, S, T 
que par la combinaison wp + //, ct des relations ( 2 ) que q et q' 
se rduniront dans 1’expression analogue q-^-ioq'; posant, en con¬ 
sequence, 

^P-^P' — V) q-{-(rtq'=C\, 


on trouvcra simplement 

R = a 6 /F(pf-t- .if'), 

— T = aVG(l'J+i|l!'), 

— S = a%H(i'l) + ol/)* 

La formule de transformation s = RST peril done £tre presentee 
comme le produit de ces deux facteurs, qui, l’un et l’autre, sont 
des invariants, savoir 

aS/o'AFGH et a>*(}jf + qf') (pfl + 00 ') (pi; + ql/). 


Le premier, qu’on peut dcrire ainsi 


nJ . }1 FGH r a^FGII 
a *fghl —— = 5 2 /o D ^ > 


met immediatement en evidence une fonction rationnelle de la 
racine £ 0 ; mais il reste encore k donner explicitement au second 
cette m^me forme, et e’est ce que je vais faire, apr£s avoir ajoute 

cette remarque, facile k verifier, que la substitution ] ^ 

_ ( ? 2 \ 

d’autre effet que d’j changer le signe du radical y/5. 


XX. 


X = a >(f- g){ z- h )(h-f)L 

C’est un invariant, comme on le voit de suite, et de plus une fonction 
rationnelle de la racine £ 0 j car le facteur a 3 (/— g)(g — h)(h — f) 
represente l’invariant cubique de la forme du qualrieme degre 
obtenu cn divisantla proposee par £ — £ 0 . Designant done par A 0 , 
A ( , A 2 , A 3 , \ les cinq determinations qui correspondent ainsi aux 
racines £ 0 , £.>, £ 3 , \, n on aura ces relations remarquables, 

savoir : 

X 0 — A, = -h ao*($ 0 — $ 1 ) H s G 3 H 4 , 

Xo — X 2 = — 2 a 4 -(£ 0 — £,)Gj F 3 F 4 , 

Xo — X 3 = — 2a 4 (^ 0 — cj 3 ) Fj Fo G.v, 

X 0 — X t = h- 2a 4 (£ 0 — iv ) Hi Go H 3 ; 

Ai - X 3 = — aa*(£, - $ 3 ) FG S F t , X, — X t = — 2 a* (— t* )FFi G 3 , 

X, - X 4 = - 2 a 4 (- h ) GF 2 F 3 , A, — X 3 = h- 2 a 4 (£ 2 - £ 3 ) GH, II 4 , 
X 3 — X 4 = H-2aH^ 3 -^)HG 1 H 2> X 1 -X, = -f-2a 4 (^-^)IIH 3 G. v . 

Pour les etablir il suffit, par exemple, de demontrer celles-ci : 
A 0 -A 1 = H-2a 4 (£ 0 -? I )H 2 G 3 H 4 , 

X 0 —Aj = —2a*(£o —jj*)GiF 3 F t , 

les autres s’en ddduisant par une simple permutation cyclique des 
racines; or elles se verifient au moyen des formes canoniqucs en e 
et 7) des facteurs de l’invariant du dix-huilieme ordre et des quan- 
tites A elles-memes, dont voici le Tableau complet : 

X 0 = (5 tt)^ (1 — e; (1 — 7 ))(e + y] ) (e — av)) ( 2 e — r ; ), 

X 1 = ( 5 rt ) 4 £(. I — e ) ( £ — 7] ) ( 1 -h V) ) ( I — 2 7] ) (7] — 2 ) , 

X 2 = (5a) i £7](e -!- r ; — 2 ) (e — 2 7] -hi) (7) — 26 + 1 ), 

X 3 = (5 a) 4 (e -h 7] — 2 £7]) (e — 27 ] -h £7] )(t] — 2 £ -h etj), 

X 4 = (5a) 4 7](l- 7])(*7] — £)(l+£)(r— 2 e)(e — 2 ). 

Cela pos£, et en se rappelant que l’on a d(5sign4 par K l’invarianl 
du dix-buitieme ordre, on tire des premieres multipliees membre 
a membre 

ou bien 

n , n I6/K 



n(X)=(X-Xo)(x-x I )(x-x,)(X-x 3 )(X-x,), 


et, par suite, 


im v ) 


i6/ v K 
« 2 F v G v H v ’ 


pour les diverses valeurs de l’indice. C’est ce qui va permettre 
d’etablir la proposition suivante : 

Tout invariant donne sous forme de fonction entiere des 
racines, symetrique par rapport a I-,, £ 2 , £3, £/, et dont ie degre 
en £ 0 est multiple de 4 , s’ exprime par 

1 j oH- Xq Li H- Xg L 2 -t- Xy L3-4- X J L4, 


les coefficients L t , L 2 , ... etant des fonctions entieres des inva¬ 
riants fondamentaux A, 13 , C. 


Soient en eflet, pour un instant, 0 O , 0 ,, ... les cinq valeurs de 
cette fonction; j’observe que lepolynome du quatri^me degr£ en X 


— V Qy n(X 
“A rj'(X v ) x — \ 


qui ser^duit a 0 O , 0,, ..., pourX = X 0 , X=X I} ..., peut, d’apres 
la valeur de Il^Xy), s’^crire ainsi : 

A _ 1 ^ a 3 F v G v IIv@v W(X) 

itiK A aT X-X v ' 


Or a f dlanl la d^riv^e du premier membre de l’dquation pro¬ 
pose pour \ = i- v , on sail par un tli^ortbne dl&nenlaire que i6K0 
s’exprimera en fonction entire des coefficients de cette Equation. 

D’ailleurs les quantilds 0 V et g sont des invariants, done il 

en est de inline des coefficients des puissances de X. Or, d’apr&s 
la supposition faitc sur le degr£ de 0 V , leur ordre sera =0, mod4 ; 
ainsi ils seront tous le produit de K par une fonction entiere de A, 
B, C, l’invariant du dix-buitieme ordre disparaissant ainsi comme 


prealablement mise sous la forme 

0 -f- «*■ fghl \/5 0 ', 

ou 0 el 0' restent invariables quand on fait la substitution j ^ |; 

( ?2V ) 

mais, avant de commencerle calcul, j’ajouterai quelques remarques 
sur le systeme des quantites X. 


XXI. 

Je considdre a cet effet la combinaison suivante : 

(t>oo»o h— »it >4 — O 2 W 3 )—— u 2 u 3 ); 

en employant les relations (1) du paragraphe XVII, on trouvera 
qu’elle devient 

j [/ S (F* - H2)+ ^(G* —F*)h- G»)J 

- \ 1/ 2 (G 2 - F 2 )h- h*(F*— H*)b 


ou encore 

(-Pg-g'-h-hzf + ph+.g*f+.teg)l=(f~g)(g-h)(li-f)l, 

et, par suite, que sa valeur est X 0 . En partant de la et elTecluant 
sur les racines £ 0 , £,, ... une permutation cyclicfue, on en conclut 
cet ensemble de relations, savoir : 

^0 = fl t» 4 — t)21>3 ) — (UooUqH- U 1 U 4 — U 2 « 3 ), 

h =(»«,»! + t ) 2 t>0 — t)3»0 — H- U 2 U 0 — U 3 II 4 ), 

^2 = (tl ao tl2+ »30t— t>4fo) (UooUo —I" U 3 U 1 U 4 .U 0 ), 

^3 =(»ootl3+ »4»2— t) 0 t)l ) — (M00U3-+- U 4 U 2 — U 0 Ui), 

^4 = (t>o 0 l>4 + t 1 ot , 3 — U1IJ2 )— (U m U 4 + U 0 U 3 — ltilto). 

Or, en faisant usage de nouveau des relations (t), on voit que 
1 On pourra esprimer Is O ds memhres an mnvpn de F. fl. H 


4X 0 = a t [/ 2 (2F 2 — G 2 — H 2 )-i- ^ 2 (2G 2 — F 2 — H 2 )-+- h 3 ( 2 H 2 — F 2 — G 2 )], 
el, en faisant, pour abreger, 

/' = P- + gK g' = S % 4 - A/, h' = A 2 -h/^, 

$(#, JK, *) =— f-x* — g*y- — h 3 z i -h 2 f yz -+- ag' zx -+- ah'xy, 

on parviendra a ces expressions fort simples : 

4X,«=<x 4 «f»(F, G, -H), 

4X,= a*«(F, G, H), 

4X 3 = a»<t»(F, — G, H), 

4X i= a 4 <F( — F, G, II). 

On en tire ensuite les relations suivantes 


X,- X*= a 4 F(g'II -f- h! G), X 3 —X, = a 4 F(*'H - h! G), 

X 2 — X 3 = a 4 G(A'F -+- /'II), X, — X.v = a' 1 G(A' F — /'I-I), 

X 2 -X t = a 4 H(/'G-b£-'F), X t —X 3 =a 4 H(/'G-tf'F), 

et par consequent, en employant les expressions pixicedemmenl 
oblenues pour les differences des quantities 

a(fc-fe)FiG, = *'IH-A , G, a(*i-fe)G l F*= tf'H-A'G, ■ 

a(S*~?s)HiH t = A'F H-/'II, a(^-^)F 2 F 3 = A'F —/'H, 

a(5»-5t)H.G* = /'G + ^F, 2 (^_$ 3 )G 1 II 2 = /'G-^F. 

Ces derniferes equations multipliees entre elles conduisent a cette 
valeur de l’invariant du dix-huitifeme ordre, savoir : 

— 64 fgh K = a 4 » FGH (<?'* H 2 — A' 2 G 2 ) (/i' 2 F 2 —/' 2 II 2 ) (/'* G 2 - g ' 2 F 2 ). 

INous parviendrons A regard de la inline quantite a un autre 
rdsultat en considerant les differences X 0 — A,, X 0 — X 2 , ..et em¬ 
ployant l’equation 

(X 0 — Xi)(X 0 — X 2 )(X„ — X 8 )(X 0 — X*) = a 2jp'Gij 3 


on trouve, en effet, apr£s quelques reductions faciles, qu’en faisant 
pour un instant 



2(X 0 —X 2 ) = ol'+ ‘I’i (F, G, H), 
a(X 0 -X a )=a*<J> 1 (F, — G, H), 

2(X 0 — X t ) = a*«!»!(—F, G, II). 

On en conclut par consequent, cn multipliant membre a raembre, 

/K = a i8FGH[/'(F*-+- GH)-i- ^'(G 2 + HF)-+- A'(H 2 - FG)] 
x[/'(F 2 -GH)h-/(G2-HF)h- A'(H*—FG)] 

X [/'(F 2 -+- GII) 4- #•' (G 2 — HF) -+- A'(H 2 -+- FG)] 

X [/'(F 2 — GII) -+- g' (G 2 -+- HF)+A'(H‘+ FG)]. 

Enfm, nous joindrons a ces expressions celle du carrd del’invarianl 
du dix-huitieme ordre, sous cettc forme, savoir 

K* = a»F*G8H»[/ 5 -(/- 5 -)Fs-/'*Z][/A(/-A)F i 4-/'^] 

x[eHg— h)G*-— g'*i] 

x [ A/( A -/) H* - A' 2 l\[gh{h~ + A' 2 1] • 

Elle se tire de la relation K 2 = U^U,,, U, U 4 , U 2 U 3 , en employanl 
les egalites 

U.U,, = <*■ * F* [ A/(A - /)H* — A' 2 l][gh(h-g) H* -+- A' 2 1 ], 
U 1 U,= a«G*[/r(/-f)F«-/*/][/A(/-A)F»+ i /’‘/l, 
UiU 4 = a li H i [gh(g — A) G 2 — §?-l \ [fg(g —./) G 2 -H g’ % l~\i 

qu’il est aise de verifier. J’indique ces rdsultats, bien que je n’aie 
pas a en faire usage plus tard, pour montrer dans la thdorie algd- 
brique des formes du cinquieme degrd le role des deux groupes dc 
quantitds F, G, H et f, g , A, qui servent do base au calcnl suivant. 


XXII. 


Un premier point k dtablir avant de mettre sous forme d’un 
polynome entier en X 0 l’expression 

«')(?!> -f- W) 

est de montrer que la par tie multipliee par le radical y/ 5 , et qui 

axilla nnmi-nn nn l’o An c nor 1 c 


EQUATION DU CINQUIEME DEGRE. 


Or en faisant, par exemple, /= o, et par suite g = ~ h, on 
tromera 

yf 4- nf = A 2 (F 2 — %hl )— n]h*l, 

Vfl 4 - ilfl' = — J) A 3 Z(i 4 - /£), 

M -h A 3 1 (i — y/5 ); 

d’oii 

(t>f 4- iif 1 ') (yu 4- iifl') (pi) -h ill)') = — 81) 2 A« Z 2 [ p (F 2 — a hi) — q h l ], 

ct Ton verrail que le radical y /5 disparait pareillemenl lorsque Pon 
suppose g = o, h = o et L = o. On peut done ecrire 

a 12 (}if 4- i]f') (}'{) 4- (in') (pi) 4- ()l)') = 0 4- v}* jgill 0’, 


oil 0 et 0' seront invariables par la substitution j ^ | 9 qui change 

de signe le produit fghl , et par suite symdlriques par rapport 
am quatre racines £|, £0, £ ;) , Ces quanlitcs, qui sont des inva- 
rianls, reunissent done les conditions du llieoreme donnd an para- 
grapbe XX, et, comme elles sont du douziiune et du huilieme 
ordre, on est assure de pouvoir les meLtrc sous la forme de poly- 
noines en X 0 du troisieme el du second degr<h Faisant ainsi 

(i) 0H-a‘ fy'hie’ = L 0 4- X 0 Li -1- Xg L, 4- X 3 L,, 


les coefficients L 0 , L ( , L^, L ;) seront respcctivement d’ordre 12, 8, 
4 el o, et s’exprimeront au moyen des invariants fondamenlaux 
et de Ja racine carrde du discriminant par ces formulcs, oil jc pose 

<Jl> = 5*A, A = 5»D, 


afin de simplifier quclqucs expressions, savoir : 
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peut dtre mis sous la forme d’une fonction homogene de F 2 et/, 
dont les coefficients contiendront seulementg- et A, car il suffira 
d ! y remplacer G 2 et H 2 par F 2 — i\lh , F 2 -h4^'> puis d’eliminer/ 
au moyen de la relation / + g A = o. D’ailleurs le second 
membre est immediatement de cette mdme forme, en vertu des ex¬ 
pressions des invariants fondamentaux obtcnus au paragraphe XVII, 
et de Ja valeur 


^ g){g- h)(h- f)l = - h){g - + g)L 

Cela etant, je dis que dans les deux membres les coefficients des 
diverses puissances de F 2 sont identiquement les mdmes; car 
autrement on aurait entre F 2 et l une equation homogenc qui 

pourrait donner -y- exprime en g et A, c’est-a-dire une fonction 

de la racine <- 0 , et par consequent cette racine elle-meme exprimde 
au moyen des quatre autres, puisque g'et A ne contiennent pas | 0 - 
On voit done qu’il suffira de calculer ces coefficients des diverses 
puissances de F pour arriver par fidentification aux valeurs des 
constantes a, G, .... En supposant A = i , et n’ayant pas egard aux 
puissances de g superieures a la secondc, ce qui rend les operations 
faciles, on pourra ainsi les obtenir toutes, a l’exccption de p', 
facteur cl’un polynome en g commemjant par le terme g 3 . Mais, 
afin de simplifier encore, je vais, en considdrant le cas particulier 
de/= o, etablir a priori que Ton a c = o, i) = o. Cette supposi¬ 
tion donne, en effet, 

JU =— aa*A*(F*— 3 hi), 

A = o, 

© =ai 2 /*8j2(F2 —4/zZ), 

X 0 = — 

et tout a l’heure on a obtenu 

(pfH- h— iig') (pt) h- = — 8p 2 A 8 Z 2 [p(F 2 — ihl )— t\hl . 
L’identitd qui en resulte, savoir : 


expressions suivantes, ou J on n a garde que La premiere puissance 
cl le carre de g, en supposant, pour simplifier, a = i, h — i, l ~ i, 
savoir : 

X 3 = 8 4- 36^4-18^*, 

Xg a l, = — 2(4 4 - 16 ^ - 4 - x3^ 2 )F 2 h- 8 -i- log — i4^ 2 , 

Xgy/A = — t\g — iG^ 2 , 

X 0 A = 2g-, 

X 0 alls /a = (4 g -t- 14 g 2 ) F 2 — 4 g — 8 i? 2 , 
a %\ = — 'i g* F s 4- 2g 2 , 

1® = ^ 2 F 6 — 4^ 2 F*-4-( I -4- 4g 4- 12 g-) F 2 4- 2g 4- 4 g 2 , 
oils 2 */A = — (4^H—I2^ 2 )F4--|-(8,§-4-I2£- 2 )F 2 — 4 g, 

/A 2 = 0 . 

En second lieu, si l’on fait 

(pt’4- qf') (pfl 4- -4- ql/) = LF°4- MF*-h NF 2 4- P, 


on aura 
L =— 8p 3 ^ 2 , 

ftl=—8p 8 [ + v / 55-—(4 — 3/5)^»], 

N =— Sp 3 — iGp *(‘2 — 'fe)g — 8[(i i — 3 /5)p 3 4- 8p 2 q — a pq 2 ]#- 2 , 

P = iGp 3 — Sp 2 q - 4 - 4 [ i4p 3 — (9 4 - 5 v/5)f 2 i1 4- ay/apii 2 ]^ 

4 - 8 [(11 4-4 l/^) V 3 4-( 2 —10 /5)p 2 q—(5 — 4 V / 5)pil 2 4-ii 8 ]^ 2 . 

Cela pose, on oblient sans peine : 

a = 2p 3 — p 2 q, m. = y/5(— 2p 3 4- 5 v 2 q — 2pq 2 ), 

G = 0 , 11 - = 0 , 

c' = 4 6 P 3 — i5p 2 q— I2pq 2 4-4‘1 3 , P = 2\/5p 3 . 

i)' = — 4 P 3 3ap J q — 8pq 2 , 
i)" = — 8p s , 


La constante p' reste done seule & determiner; je considdrerai 
pour l’obtenir le cas particulier de g = 1, h = 1, ce qui donnera* 



•on aura d’ailleurs 


do =— 6 F 2 , 

A =4, 

(0 = 4 F g h- 4 iF 2 , 
A 0 = o; 


(Ilf H- ‘if'’) (n *10') (p!M- ‘11/) = [ — 2 1) (F* 4 /5 ) h- a 11 /51 

X [v(4 F 2 — 7 -t- v/5)H- 9.ii(3 -hs/5)] 

X [P(4F 2 h- 7 -f-v/5) — 2 il (3 — v/5)] 

•el le terme independant dc F- suffit pour donner immedialemenl 

p' = \/5 (— 44 }' 3 + 11 5 n ! q - 42 \nf- 4- 4 ip). 

Les elements de la nouvelle formule de transformation de 1 ’equa¬ 
tion du cincpiieme degre, a laquelle conduit la ntiethode de reso¬ 
lution de M. Kronecker, sont done maintenant completemenl 
■obtenus, et Pon a mis en evidence le mode depression de celle 
formule corame fonction rationnelle et cntierc de la racine q 0 , ce 
qui est un des resultals auxquels je desirais surtout parvenir. On 
•observera quo les valeurs de «, G, ... prennent une forme un peu 
plus simple par le changement de q en q -f- 2 v; on irouvc alors en 
-efFet : 

ct = -p 2 »l, 

c' = — 1 5-ii - 4 - i 2 pq 2 -t- 4q 3 , 

<F =-f- a 8 — 8 pq 2 , 

3* = — 8p 3 , 

•d’ou l’on conclut 

[v 0 + afqf'] [p(fl -+- 2 O') 4- qs'] [(p(t) H- 2 1/)H- qlpJ 

= P 3 (— 8 (0 -+- 28 eAs A -f- 2 <JL>- y/o A -+- 5 o \/5 A 3 ) -— p 2 q ( A 0 -t- \/5 Ap ! 

— 2 inp(X 2 y/5 A — 6 A 0 A H- 4 cl. A 4- 9 \J 5 A 3 ) -4- 4 q 3 (X 0 A 4- y/5 ), 

•et c’est en multipliant ce rdsultat par a° fghYGU. que s’obtient en 


lu = — v/5(3 p 2 q 4- 2 pq 2 ), 

P =2/5p 3 , 

p' =v/5(5op 3 — 5p 2 q — i8pq 2 4-4 *l 3 )i 




ae substitution aonne par la iormuie 

r _ t '-pi (.v, i)-f- u i)-f- <p o 4 (.r, i) 

** ~ fx(v, ') 


que j’ai employee au commencement de moil travail. . 


XXIII. 


Apres avoir etc prccedemment conduit a exprimer en fonction 
des racines les invariants des formes du cinquieme degre, nous 
allons d’une maniere analogue definir quatre covariants cubiques 
d’ordre 3 , 7, 11, i 5 qui s’offrent d’eux-memes dans la nouvelle 
formule de transformation a laquelle nous vcnons de parvenir. 
IN’ayant d’autre but cn ce moment que de rattacher a un point de 
vue commun les deux mdLliodes de resolution que j’ai dtudides, je 
ne cliercherai pas a etendre au dela de mon objet des considerations 
qu’il serait peut-dtre interessanl dc gendraliser, et je me bornerai 
aux resultats suivants. 

J’observe que, l’exprcssion od'FGHVg etant symeLrique par rap¬ 
port a I2, i:) } I'n on- pourra ccrire 

o»FGIIXjf = aN ft h- Aft 3 Bft -+- 3 B'ft A A', 


les coefficients N, A, ... etant des fonctions entieres de ceux de la 
forme proposee /(a?,j / ) = (a, ( 3 , y, y', p', a ')(_x,y) 5 . C’est ce cjue 
l’on recommit par 1’egaliLc 


aN^+ Aft+:U3 


IH'£h-A'=X 


a*F,G»H v lf Id 0 

4(5v. ■) £-5.’ 


qui a lieu quel que soit ft et d’oii 1’on tire pour le coefficient de ft 
eette valeur 


n=v 

-"» 4 <fc. 0 


ou, plus simpJement, 
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Or on a deja remarque, paragraphe XX, que la quantite - 

esl, par rapport aux racines, un invariant comme X v . Ce coeffi¬ 
cient N se distingue done de tous les autres en ce qu’il est un inva¬ 
riant dont l’ordre est 4^ + 2, de sorte qu’il s’dvanouit en suppo- 
sant n inferieur a 4- 
Cela dtant, je dis que 

A.x 3 h- 3 Bx 3 y -+- 3 B' xy* -+- A'jr 3 

est un covariant de la forme du cinquieme degrd, et je l’6tablirai en 
cherchant ce que devient 1’egalitd 

a a FGHXS= AE»-t-3Bgg-i-3B^ 0 -t- A' 


appliquee ala transform^ F(X, Y )—f(jn X + m' Y, /iX + rc'Y). 
Faisantacet effet 3 = mn 1 — in 1 n, etremarquant que les racines 

de liquation F(X, i)=o sont les quantitds ■ ? on trouve 

que le premier membre devient 


a 3 FGH Xp 


q 1 0/X-+-9 ^ 


Si l’on designe par JC, B, ... les valeurs de A, B, ..., lorsque l’on 
y remplace a, ( 3 , ... paries coefficients de la transforinde F(X, Y), 
on aura 


a 3 FGHXff 
(m — n£ 0 ) 3 


fil0/ t +9 = ^ 


K m — nt-o / \m — n£ 0 


)V 3 » 


n%-m' 
m — n% o 


et, par consequent, 

A^o 3 + 3BU + 3B'^ 0 + A' 


(m — n £ 0 ) 3 

« /"Jo-"A 3 


\ m — n \o j 


339 f 




353 


n in — m 




Cette dgalite, ayant lieu en substituant a £ 0 l’nne quelconque des 
racines, est identique par rapport a cetLe quantity,|et Ton voit 



ae sorie qu aux vaieurs ri = o, i, 2, o corresponueiu men, comme 
on l’a annoncd, quatre covariants cubiques d’ordre 3 , 7, ir, 10. 
Cela pose, et en les d£signant pour un instanl par o 0 (a?, y). 
o, (a?, y), cp.>(sc, y), (p 3 (a;, y), je revie ns a la formule 

( 1 ) 3 = a 8 fghFGH ( L 0 -4- A 0 L, X* L s + A 8 L 3 ), 

ou l’on a, d’apres les valeurs de P, .. 

l 3 = — V 2 ‘l, 

L 2 = — \/5A(3p 2 ii -+- ipip ), 

L t = — A ( 1 5 p 2 ii — mpq 2 — 4 ‘1 3 ) 1 
L 0 = «Jl»A(a8p* — 8pq*)—8(0p» 

H-pVlfa A> 2 p 3 -+- A(5op 3 — 5 p 2 q — i8pq 4 + 4 ip)]. 

Or, en multiplianl el divisant par a/ = /j:(l; 0 , i), elle prend cette 
forme 

y _ bp yp(1 ~) 1 -m ?i C ■ I + f-"i 0 + b) y.sdioi 1) ^ 


et c’est le type de substitution que je voulais mettre en Evidence, 
les indeterminees £, u, 0, w dtant remplacdes par L 0 , L )} L 2 , L 3 . 
De plus, on reconnalt que les covariants <p 0 (x, y), <D t (x,y) sont 
precisement ceux clu troisieme et du septieme ordre dont j’ai fait 
usage, et la relation 

<p.(So, 1) = a 8 FGIi A 0 


donne m6me une demonstration nouvelle de ce fait, dtabli au para- 
grapke VII, qu’on a cp, i)=o lorsque lj 0 est une racine 
double (*). Mais je remarque surtout cette consequence que 
liquation Lransformee en z dtanl (§XU) 


(2) 


5B , , 5( 9 B 2 -AC) 1 B/H 


les valeurs en p et q de L, u, v, w, savoir : * = L 0 , u~ L,, ..., 


(‘) A ]’6garcl des formes du troisieme el du qualri&me degrd f{cc,y), le cova- 


£tablie au paragraphe XIX, car el]e conduit a cette expression oil 
n’entre plus que la quantite X 0 , savoir 


z - 16 K /a — 


X 0 L, H- XU U X® U 
II'(X„) 


L’equation proposee f(x, i)=o disparait done pour faire place ii 
celle-ci : n(X)= o, qui est directement ramenee a l’equalion (2). 
Ce rdsultat obtenu, il ne reste plus, pour arriver a la resolution 
par les fonctions elliptiques, qu’a calculer I’expression de la quan¬ 
tite A, afin de determiner par l’equalion A = 0 le rapport 


XXIV. 


J’ai indiqud au paragraphe XII par quelle voie M. Brioschi avail 
et 6 conduit ii l’equation en z , et je rappelle succinctement qu’en 
designant par u x une fonclion cyclique des racines de l’equalion 
gdndrale du cinquieme degr£/(£, i)=o, qui change de signe par 

la substitution j j| v j, et nommant m ce que devient i(„ par la sub¬ 
stitution | \, l’expression suivante, ou e est numerique, 

savoir 

Z = £ [ UUq -+- 10 ( lio -+- )] 

X [ Ml -+- «4 -+• to ( U x — U 0 )] 

X [ « 3 — -+- W ( — U k )], 

satisfait ii 1’equation 


z(9B 2 — AC) 

4 4 4 




les quantity A, B, C et II s’exprimant rationnellement par les 
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coefficients et la racine carrde du determinant de la propos^e. C’est 
dans le cas particulier de A. = o que cette equation est immediate- 
ment resolue par les fonclions elliptiques, et l’on a trouve qu’en 
faisant 

A 0/5 = Moo/ 5 -4- U 0 -h -+- M 2 H- ^3 -I- W'o 
— A] \/5 = Uq -+- p 4 U\ -+- p S tio ■+" p~ W 3 -t— p U 4 , 

^ A 2 /5 = m 0 h- P “i H- p 2 H— p 3 «3 H— p 4 «t, 


ou p est une racine cinqui£me de l’unile, donnant 

= p 2 n- p 3 ~ p - pS 

on avail 

A = A 2 -t-A,A 2 . 

Cela pose, voici comment s’oblient cette quantile si importante 
lorsque l’on prend pour a 1’expression dont j’ai fait usage 

u — pXD -hp'ty -+- ia 4 fghl(q\\ -+- ^'u). 

On a vu que les quatre indeterminees p,p', q, q' se reduisaient, 
dans la valeur de z, aux deux suivantes 

;i = 10 p -+- p'i q = q -4- to q\ 

de sorte que 1’on peut supposer p = o, q' = o, ce qui donne plus 
simplemenl 

u = pt? -+- 'ia. !, fg'hh]i\, 

ou encore, en changeant q en q + 2p, comine au paragraphs XX.T, 
u = h- ‘2a 4 /^/iZ(q + 2p)u. 

Or, on a pour les six valeurs de W et U ces expressions 
'l? 00 :=a G [—/^AF 3 -t-(/— o.h)g 2 flF —A 4 ZIIJ, 2U 00 = -l- a 2 A(F -+- H ), 

*<?o= a G [-/>AF 3 -+-(/ — zh)g 2 flF + A 4 ZII], 2 » 0 =+<x 2 A(F - II), 





u 2 = u 3 , 


et, par consequent, u.\ — u, n u 2 = u 3 , de sorte que Inequation 
A=o devient alors une somme de deux carr^s, savoir 




•+■ [ u o + (p ■+• p 4 )wi-f-(p 2 -i- p»)«,]* — o, 


ou encore, en faisant toujours to == 


Stzl, 


u 2 


Mais 1 ’hypothese G = o revient a supposer nul l’invariant du dix- 
huitieme ordre, ou bien a ^tablirentre les invariants fondamentaux 
de la forme du cinquieme degr£ une relation du trenle-sixieme 
ordre, et, comme la quantity qu’il s’agit d’obtenir est seulementdu 
douzieme, cette relation ne pourra la modifier en rien, et c’esL en 
me placant dans ce cas particulier que je vais en faire le calcul. 
J’observe d’abord que les ^galit^s 

G 2 — H 2 = 4 Z/, H 2 — F 2 = 4 lg. F 2 — G 2 = 4 Ih 

donnant pour G = o : H 2 = —4//, Fil suffit, pour ob- 
tenir les invariants, d’employer cette valeur de F 2 dans les ex¬ 
pressions du paragraphs XVII. Mais on peut dviler ce calcul, car 
les invariants, fonctions symetriques des racines, ne changent pas 

de valeur en eflectuant la substitution suivante : | ^ [ qui 

change F, G, H,/, g, h en G, —H, —F, g, A, /; ainsi l’on a, 
par exemple, 

5 4 A X 

— = — = —*(£- 2 + g h+ A 2 )F 2 — (g- h)(-2g*-+-gh h- 

= _ a( A*+fc/-h/ ! }G*-(A—/)(aA*-h /1/H-2/ 2 )/. 

Or cette derni^re expression donne imm^diatement v 

~ = — (A — 0(2/l 2 -+- A/ + 2/ 2 )Z, 



Cela pose, en faisant to'=— 1 , on trouve pour G=o, 

apr£s quelques reductions faciles, 

W = ao [«/*(/- gu> ) 2 p +fgh (h - /to) q] Z F, 

“t + U °° ^ “° to = a«[yA*(/—^a»)*p— fgh{g— Aa>)q]ZH, 

et il vient, pour la somme des carr^s, apres avoir remplace F 2 et H 2 
par 4 Ih et — 4 lf% 

' 4 « 12 (/ - g w )' f [(/ 3 - A 3 w' 2 )]/AZ*. p 2 ] 

— 8a**(/——a>')/i — (i —w)/]/*^*A*Z8.pq = o. 

+ 4a»[A(A — /w) 2 — ./(£- — Aw)*]/*^ s A*Z 3 .q» ) 


Soit done, en me bornant au coefficient de p 2 , 

4 a 1 * (/- g u> )* (/»a> 2 - A3 w '*) f ht z 

= a. X 3 -+- a! X A -t- a! 1 (0 -+- G X 2 -4- G / ^/A 3 . 

On trouvera d’abord a = o, en supposant /= o, et, apres avoir 
supprime le facteur /A, il suffira de faire/= A, /= — A, /= o, 
et enfin de comparer dans les deux membres les termes en / C A, 
pour obtenir bien facilement 

a'=2, tt*=3, 6 = — - y/5- G'=-i/53. 

’ 2 V 1 2 

Le calcul des deux autres coefficients est plus facile encore, et 
l’on obtient en definitive liquation 

1 X 2 i/5A — i/5 3 A 3 \ 

3 CD -+- 2 X A-----j p 2 

— 4(X - 4 — y/ 5 3 a)A pq — 2(X — 3 \/ 5 A)Aip = o. 

Ce resultat complete l’etude que je me suis propose de faire de 
la methode de M. Kronecker, en prenant pour point de depart les 
quantites u, », t), ■<? et je serais au terme de mes recherches si la 
marclie que j’ai suivie ne conduisait encore & une autre fonc- 


U o0 = a 0 FF t F 2 F 3 F i , et V o0 = a 6 HH ( H2H 3 H/ 0 composees avec les 
facteurs F et H de l’invariant du dix-huilieme ordre, on peut 

joindre celle-ci : W„=:a 6 GG| G0G3G4, que la substitution | j| v j 

laisse invariable, de sorte qu’on en ddsduit, en la multipliant par 
ou par une fonction du huitieme ordre, changeant de signe par 
cette meme substitution, et que Ton peut par consequent prendre 
pour u. Soit done ainsi w =/?uW + <711, on aura, a l’dgard de 
l’equation A=o, cette consequence remarquable que les coeffi¬ 
cients de p 2 ,pq , q ' 1 dtant du seizi&me, du dixikme etdu quatri&me 
ordre, cette equation ne contient pas le terme en pq. Mais j’ajourne 
1’etude de cette nouvelle esp£ce de fonctions, et je vais terminer en 
reprenant sous un autre point de vue la question ddja traitde des 
conditions de rdalitddes racines de liquation du cinquieme degre. 


XXV. 

En ddsignant par A, B, G les invariants fondamentaux et posant 
D = A 2 -t -128 B, 

D, = 2D AB 16 C, 

N = D 2 ~ 10 ABD, -i- 9 B 2 D, 

j’ai donnd au paragraphe X, pour les conditions de r^alite des 
cinq racines, ces trois criteria : 

D > 0 , BDi<o, N < o, 

qui sont du huitieme, du vingtieme et du vingt-quatrieme ordre, 
et Ton a vu que, les conditions B >• o, D, < o ne pouvant jamais 
avoir lieu simultandment, le second criterium donne a la fois B < 0, 
D t >o. Or il est bien remarquable que le thdoreme de Sturm, 
appliqud a l’equation en\ reproduise exactementles memes resul- 
tats, et e’est ce que je vais £tablir avant de donner le proc^d^ qui 
conduira a des criteria d’un ordre moins £lev£. Voici d’abord, en 
posant avec M. Sylvester 


cette Equation en A, qui a ete calculee par le P. Joubert, 

3A -(^)*-'- ,oD (5s/— 10(3 AD —' jA >(-V) 5 

+ 5D(5D —4A*)^J- D(io8 A. — g AD — tooA :! ) = o. 


Cela pose, on trouve, par le calcul direct du premier terme des 
fonctions intermediaires et en supprimant un facteur numerique, 

V 2 = BA 3 h-. .V 3 = -NX 2 -h.... 


Mais, pour la quatridme fonction, les expressions des differences 
des quantiles X, donndes au paragraphe XX, montrent qu’elle con- 
tienten facteur le carrd de l’invariant du dix-huilieme ordre, et l’on 
trouve ainsi, pourle coefficient de son premier terme, 1’expression 


Ka 2 ( ^ s '‘ ^ Fv Gv Hv ) 2 = Ka d * • 
0 


Quant & V 5 , on obtient K/' D, d’oii il rdsulte qu’en supprimant les 
facteurs K 2 et K.' 1 on retombe bien sur les criteria deduits de la 
forme quadratique 

D( — 6 BD tv - D(D, —ioAB)p 2 
-+- D[— 2 D 1 «ivH-(gBD — ioADt)»» 2 ]. 


Je remarque [encore que liquation en X donne un systeme 
simple des covariants doubles en x et x' definis au paragraphe XI, 
et servant 4 determiner par leurs signes le nombre des racines 
rdelles de liquation proposee/(. 2 ?, i)=o qui sont comprises entre 
les limites donndes. En effet, on peuL prendre, en ddsignanl tou- 
jours ces racines par x a , x { , ..., et posant V =f(x, i), 


«.= v2 


Xq 
X 0 } 

(x'~ x 0 )(x' — Xi) 


C(Xn,X,), 


a?o)(* “ x \) 
(x'~x^)(x'—x x ){x'—x- i ) 


(x — x 0 ) (X — x,) (a? — a?s) 


C(Xo,X„X 2 ). 


Quant k Pi, on supprimera le facteur K 2 amend par les sym- 


4^4 
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vieme. Mais j’arrive, sans m’arreter plus longtemps sur ce snjet, a 
la methode eldmentaire, et qui donne pour les conditions de realite 
les criteria du quatrieme, du huitieme et du douzieme ordre, et au 
nombre de trois seulement. Elle se f'onde sur ce que les quantites 
« 0 , ... satisfont a l’equation suivante 

u 12 + (oAs -+- 3 y/X) u 1 0 —S— "Jlo — \/ A )" aJ u® -+- (Du 6 

~t - j^~ ( oAb —H ^/a )" -+- aJ Au 4 —1— (oAo — 3 v/A) A^ U” -+- A® = o, 

que Ton forme tres facilement, et dont les coefficients seront tons 
r£els si nous supposons le discriminant A positif, ce qui est, dans 
la question presente, le seul cas a examiner. Or, en revenant a 
1’expression d’une des racines, par exemple 

u x — a^(x 0 — xi) (a?, — x 2 )(x<> — x s ){x z — x k ) {x k — x 0 ), 

on reconnait imm^diatement que, x 0 etant reel, x» et x 3 imagi- 
naires conjugues, ainsi que et on obtient pour u x une 
quantite de la forme m \J — 7, dont le carrd est essentiellement ne- 
gatif. En ^tablissant done que l’equation en « n’a que des racines 
positives, e’est-a-dire que son premier membre n’offre que des 
variations, on aura les conditions a la fois necessaires et suffisantes 
pour que les racines de l’equation du cinquieme degre soient toutes 
reelles. Si l’on convient de prendre positivement y/A, on parvient 
ainsi a ces r6sultats fort simples 

A > o, X-i-3/I<o, (D < o, 

et il est visible que le cas des quatre racines imaginaircs sera 
caractdrise par un ebangement de signe des deux derniers criteria, 
en conservant la condition A o ('). 


(‘) Nous n’avons pas signale toutes les erreurs de calcul qui se Irouvaient dans 
ce M&noire, et qui ont etd corrig^es par M. Bourgel. Celui-ci a retail tous les 
calculs, sauf en deux points. II a admis que la rdduite du cinquicme degre de 


SUR LES INVARIANTS 


DES 

FORMES DU CINQUIEME DEGRE. 


Salmon, Algebre superieure, trad. 0. Chemin, 
deuxieme Edition, 1890, p. 557- 


C’est dans la theorie des formes du cinquieme degr£ qu’on voit 
s’offrir pour la premiere fois un invarianl gauche, c’est-a-dire un 
invariant qui se reproduit change de signe dans toute Lransformee 
de la forme proposee par une subslitulion au determinant — 1 , 
telle que par exemple 

x — ~“ X. 

r= y 

ou bien 


Si la forme du cinquieme degr^ decompos^e en ses facteurs lm^aires 
est 

<t> = a(x — x Q y)(x — x x y)(x — x % y){x — x i y)(x — x u y), 

son expression en fonction des racines s’obtient comme il suit. 
Posons, pour abr^ger, 

( run) = x m — x n , 

on aura 

IC = a« [(01) (04) ( 32 ) H- (02) (o 3 ) ( 14)] [(01) (02) ( 43 ) + (o 3 ) (o 4 ) (12)] [(01) (o 3 ) (42) + (02) (o 4 ) ( 3 , 
X [(I2)(io)(43) + (i3)(i4)(2o)][(i2)(i3)(o4) + (i 4 )(io)( 23 )][(i 2 )(i 4 ) (o3) + (t3)(io)(4h 
X r(23)(2l)(oO + (24)(2o)(3l)ir(23)(2n(lO) + (20 (2 l) (301 T(23) (20) 11 A) + (2d) (2 1 ) ol 
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Cela etant, je vais resumer dans cette Note plusieurs rdsultats 
relatifs aux facteurs de l’invariant gauche et qui donneront sous 
un nouveau point de vue la determination des invariants dans les 
formes du cinquieme degr^. 

Soient a cet effet (*) 

F =(oi)(o4)(3a) + (o2)(o3)(r4), 

G =(oi)(oa)(43)-i-(o3)(o4)(i2), 

H =(oi)(o3)(4a)-H(o2)(o4)(3i), 

et convenons de representer par F v , G v , H v ce que deviennent 
respectivement ces quantity, en ajoutant le nombre v aux indices 
des racines x 0 , x,, pris suivant le module 5. L’expression de 
l’invariant du dix-huitieme ordre sera ainsi 


K = a 18 . FGH. Fj Hj . F 2 G 2 H 2 . F 3 G 3 H 3 . F 4 G 4 H 4 , 


et en premier lieu je donnerai le mojen de connaitre comment 
s’^changent entre eux les quinze facteurs, lorsqu’on effectue sur 
les racines nne substitution quelconque. Or, a l’^gard de la substi¬ 
tution { v Lon aura pour resultats 
( »*v ) 


2 ° 

3° 


2 C 


( F ’ 

F 1 , 

F„ 

F 3 , 

f 4 

i-H, - 

■h„ 

-h 4 , 

— Hi, 

— h 3 

( G, 

Gi, 

G„ 

Ga, 

Gv 

]-G, - 

• G„ 

-G», 

— G„ 

-G, 

( H, 

Hi, 


Ha, 

Hv 

i F, 

F„ 

F*, 

F„ 

Fa 

La substitution j 

( ^3V 3 ' 

| donnera 



( F, 

Fi, 

F„ 

Fa, 

Fv 

i F, 

Ga, 

— H 4 , 

-Hi, 

- g 2 

( G, 

Gi, 

G„ 

Ga, 

Gv 

j -G, - 

H 3 , 

-Fv, 

Fi, 

h 2 



Et comme toute substitution entre cinq quantity rdsulte de la 
composition dcs substitutions ^lemenlaires 


37 V 


X v 




on pourra, par ce qui precede, connaitre l’eflet d’une permutation 
donnee des racines sur l’un quelconque des quinze facteurs. 

En m^ine temps que F, G, H, je considdrerai les quantites 

/ = (30(>4), 

S' =04) (a3), 

A=( i2 )(34), 


et je d^signerai par / v , g- v , A v ce qu’elles deviennent en ajoutant v 
aux indices des racines. Cela <3tant, on trouve que la substitution 

| | op£re les changemenls que voici : 


A 

A, 

A, 

A, 

A 

- h. 

— hi, 

- K, 

~hu 

— h 3 

g. 

gt, 

gi. 

gi, 

gw 

— A 

— gi> 

— gw. 

— gt. 

— ga 

h. 

h\, 

hi, 

ha. 

K 

— f. 

— A, 

-A, 

-At 

-A 


Quant a la substitution | ; 

( 3?Bv s 


•> elle donne pour r^sultats : 


J f, ft, ft, fa, A (. 

i f gi, hln h-\, gt i 

) g, gt, gi, gt, A /. 

/ g, /l 3 , A, ft, hi i' 

( h, h u hi, hi, h k ) 

( h, / 3 , g k , g x , fi j 


D’ou l’on voit que les deux groupes de quinze quantity se per¬ 
manent de la m6me manure, sauf certains changemenls de signes, 
quand on effectue les m£mes permutations sur les racines de la 



428 

fait 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


l=( ot)(o2)(o3)(o4), 

s avoir 

G>—H*=4 //, 

H 2 — F 2 = 4 Ig, 

F 2 — G 2 = 4 lh, 

et ensuite par cetle remarque que les divers produits 
« a Fv/v, tf 2 F v £- v , « 2 F V A V , 
ci 2 G v_/v, & 2 Gv4Tv, a 2 GvA v , 
a 2 H Vi /v, a 2 H v g- V5 a 2 H v A v , 

a etant le coefficient du premier terme de la forme du cinquie 
degre, sont des invariants . Ces produits donnent lieu 4 ce 1 
algdbrique que neuf d’entre eux, correspondant a la m&ne vab 
de I’indice v, suffisent pour en deduire lindairement tous les autr 
On a, en effet, les relations qui suivent: 

aF ,/,= F/-GA+H^, 

2G^!= f^+G/h-HA, 

FA—G^—H/; 

2F 2 / 2 =-fa-+-g^-h/, 

2G 2 = — F/+G/n- Ug, 

2H,/h = - F^— G/-+- HA; 

2 F3/3 = — FA — Gg — H /, 

2 G 3 ft = +F/+ GA — H^, 
aH,A,=-Ff+G/+HA; 

2 F 4 / 4 = -+- F/ -+- GA -+- H g, 

2G 4 4G = — F g -+- G f — H A, 

2H 4 A v = -h FA -+- Gg—Hf. 

Tous les autres sont d’une forme presque aussi simple, et en v 


L/C id 1C3UHC id pi/aoix/mic act xxxxjj^xx kxx , x , v_. , XX, 

d’une part, /, g, A, de l’autre, des fonctions des racines dc la forme 
propos^e qui sont des invariants. Consid^rons, par exemple, 

1’expression 

F/-+- Fj/, -+- F 2 / 2 h- F3/3-+- F 4 //i, 

qui est ^videmment cyclique. En vertu des relations precedentes, 
eLie prendra cette forme tres simple 

Les fonctions FF ( F 2 F 3 F Ji , HHiH 2 H 3 H 4 , qui sont egalement 
cycliques, s’expriment d’une manure analogue. En faisanl, pour 
abr^ger, 

/' = / 2 + ^, 
g' = 

h' = A 2 +fg, 

j’ai montr^ dans mon M^moire Sur Vequation da cinquieme 
degre qu’on a 

FF,F 2 F 3 F,, = F ( H 2 A 3 -+- Fl-I AA'-+- A' 2 1 ), 

HH , H, H 8 H v = II (- F 2 / 8 -+- FH //; Hr -f'H). 

On obtiendrait pareillement 

GG, G 2 G 3 G v = G [- G 2 (/ - A ) g* Hr- FH (/* + fh -+- A 2 ) g 
H -(/’• — 2/ 3 A — 5/ 2 A 2 — 2 /A 8 -4- h '") l ]. 

Mais, dans ces formes si simples de fonctions compliqiides de 
racines, le caraclfere cyclique de ces fonctions n’apparait plus 
d’une maniere ^vidente, et pour le retrouver il faudrait toute une 
th^orie, qui me m6nerait bien au del& de mon objet actuel. Je me 
propose en effet, en consid^rant des expressions non seulement 
cycliques, mais sym^triqnes, d’etablir que tout invariant dont 
Vordre est multiple de 4 est une fonction homogene de F 2 et 
L ayant pour coefficients despolynomes entiers en g et h. 

Dans ce but, je considered les diverses determinations de la 
fonctio si v nte 


determinations, au nomnre ae vmgt-quatre, sont aeux a ueux 
egaies et de signes contraires, et peuvent ainsi se reduire a douze, 
que je partagerai en deux groupes et designerai comme il suit: 

/ u„=( OI) ( 12 ) (23) (34)'(4o), 
i « 0 = (o 3 )( 34 )( 4 i)(i 2 )(ao), 

| a l = (i4)(-|0)(oa)(a3) (3i), 
j u, = ( 2 o)(oi)(i3)(34j(42), 

| Ms = ( 3 I ) ( 12 ) (24)(4o) (o3), 

\ Mv = (42)(23)(3o)(oi)(i4); 

I p 1b =(o2)(24)(4i)(i3)(3o) 1 
l Po = (o4)(4‘-*)(23)(3i)(io), 

! Pi = (io)(o 3)(34)(4‘2)(2[), 
j 0, = (2 I)(i4)(4o)(o3)(32), 

I Ps = (3a)(2o)(oi)(i4)(43), 

\ p* = ( 43 )( 3 i)(i 2 )(ao)(o 4 ). 

a etd tire de par la substitution | X> j; u Q et p 0 ont ete 

respectivement deduits de u x et par la substitution j J j; 

enfin m et Vi de u 0 et p 0 en ajoutant le nombre i aux indices des 
racines pris suivant le module 5. On sait qu’a l’origine de la 
theorie des invariants on a consider^ comme fonctions symbtriques 
des carres de ces douze quantilbs les invariants fondamentaux du 
quatribme, du huitieme et du douzibme ordre des formes du cin- 
quibme degre. Ainsi l’on a, en dbsignant avec M. Sylvester l’inva- 
riant du quatribme ordre par J et le determinant par D, 

a** (m£-+- m§-h Mf-H wf-t- uf-(- u\) = — 5 4 J — 3.5*\/5D, 

-+- Pq H" v \ -+- v\ -+- p| -+- v\) —— 5 V J -I- 3.5 2 v/aD, 

et la somme des produits trois a trois des carrbs conduiL a 

a i2 (ulu\ u% -i-...) = a n (vl <>§ <>?-I-. •.) 

= 4.5»(48JK — 7 G 8 L —A), 
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on 1c verifie sans peine, ces deux systemes de relation, savoir 
a« B =+ h(ll -+- F), 2 v M =~hf(H — F), 

2 U 0 = —h(H—F), 2P 0 = —/(H+ F), 

2M| = + ^(G — H), '2 P! = —t— A ( G —(— f I ), 

2u v = -^(G+H), 2 v k = — A(G — H), 

2 “! = +/(F—G)i 2p 2 = — f(F + G), 

\ 2 m 3 = —j CF-f-G), 2p 3 = -f- i 5 , '(F — G). 

On en ddduit, en faisant la somme des carres, l’expression de 
1’invariant du quatrieme ordre J, sous la forme 

a 4 [(2F 2 -t- G 2 -t- H 2 )p -+-(2G 2 -+- H 2 -+- F 2 )g* 

-h(2H*-l-F* ■+■ G»)A*] = — 4 . 5 ‘J, 

et, si l’on dcrit la somme des prodnils trois a trois, u'l ri\ +..., 
de cettc maniere : 

(«£ -+- U%) 

-4- uiul( itf-H- «|-4- ul) 

-+- u\ u\ ( ul + ul -+- u\ -h ) 

-+- uf (ul + ul -+- wf u \), 

on parviendra a l’invariant du douzieme ordre, exprimd comme 
il suit : 

2 7 5 9 ( 48 JK — 768 L — A) 

= 4 « h (F 2 + G 2 )(G 2 h- I- 1 2 )(H 2 -f F*)/ s £-*/** 

_,_ a i2(F2_ H*)*[(Fs + G*)^*-h(G*-i- H*)/i*]/» 

-+- a 12 (G 2 — F 2 ) 2 [(G 2 +H ! )A 2 -t-(H 2 -+- F 2 )/ 2 ]^ 

-+- a 12 (II 2 — G 2 ) 2 [(I-I 2 -i-F 2 )/ 2 +(F 2 h- G 2 )^ 2 JM. 

AdoptanL done le discriminanL 5 8 D = a*f'~g-h-1- pour inva¬ 
riant du huitieme ordre, la proposition preeddemment annonede 
se trouvera ddmonlrde a l’egard de ces invariants fondamenlaux, 
en observant que F, G, H n’y entrent que par leurs carrds, de 
sorte qu’au moyen des relations 

G 2 — H* = 4 If, 
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on pourra effectivement les exprimer par F-, g - , A, l. Nous obtien- 
drons ainsi 

5 4 J =-a 4 [2F 2 (^+^/i+/i ! ) + (^-A)(2^ + ^/i + , i^)^l l 
5 5 D = a s (g -+- h ) 2 g 2 Ml 2 , 

4 - 5 9 ( 48 JK — 768 L — A) 

= a' 2 [F«(g + h) 2 g 2 h 2 + ^l(g-h)(g + h) 2 g 2 h 2 
■+■ F-1- (g s +■ ^ g" 1 h -+- 12 ^ /i 2 6g & h s — 5g tt h'<- 

4 - 6g- 3 /i 5 -i- iig 2 h 5 -h ^g/i^-h h 8 ) 

— 2 l s gh(g — h)(g^-¥- 3 g s h 8 g^ h 2 -h 11 g 3 h s -h 8 g 2 3 gh s -i- h 6 )]. 

Or, ces expressions sont des fonctions homogenes de F- et /, dont 
les coefficients sont des polynomes entiers en g et A, et il en sera 
de meme par consequent de leurs combinaisons enLieres qui 
represented tout invariant de la forme du cinquieme degre dont 
l’ordre est multiple de qualre. J’ajoute qu’un invariant donne ne 
peut etre obtenu de deux manures differentes, comme nous venons 
dele dire; car, en egalant deux expressions de cette nature, on 
arrive a une equation homogene entre F- et qui pouvait donner 

-j- en g et A, c’est-a-dire une fonction de la racine x 0 , et par con¬ 
sequent cette racine au moyen des quatre autres, puisque g et A 
ne contiennent pas x 0 . 

Je terminerai cette Note par ce qui concerne, au meme point 
de vue, l’invariant gauche, et 4 cet effet, en posant comme plus 
haut 

f = f 2 +gh, 

ff' = 

h!= h 2 + fg, 

j’emploierai les relations suivantes qu’il est aise de verifier, 
savoir 

2(374— a? 2 )Fi G-3 = Ug'-\- GA', 

2(37 2 — 37 3 )H, H4 = F h! 4- H/', 
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On en dbduit, en les multipliant membre a membre, 

— 64/fAK = a«8FGH(H*^'*- G 2 A' 2 )(F 2 A' 2 - H 2 /' 2 )( G 2 /'*— F*g'*). 
Ecrivant ensuite 

H^'s—A' 2 )-~4Z/A' 2 , 

F* A'* - H»/'* = F 2 ( V* ~/' 2 ) - 4 te/' s , 

FV* = -4 ***'*, 

et observant qu’on a 

g , * — h' i = bfgh.(g — h) t 
- \fgh{h -/), 

/'*- g , * = 4fgKf—§), 

on en conclut iimnediatement 

K = a 18 FGH [ F 2 (A — f) fh — If 2 ] 
x [ G 2 (/ —• £■ )fg — lg >i ] 
xtll^-A^/z-ZA'*], 

et l’on reconnail que la quantitd par laqnelle est multipliee FGH 
peut encore etre mise sous la forme d’une fonction homogene de 
F 2 et L 



SUR L’lNVARIANT GAUCHE 

DES 

FORMES DU SIXIEME DEGRE. 


Salmon, Algebre superieure, trad. 0. Chemin, 
deuxieme Edition, 1890 , p. 568. 


On doit au P. Joubert ( 1 ) la decouverte interessante de l’expres- 
sion de cet invariant, qui est du quinzieme ordre, au moyen des 
racines de la forme propos^e. Represenlons cette forme par 

f a(x — x^y)(x — x 0 y)(x — x { y){x — Xo_y){x — x 3 y){x — x^y), 

et posons 

Uo = [x eB x 0 (x i -i- X 3 — X x - X^) -+- X\Or k {X x ,- J r- X 0 — a ?2 — a?s) 

-+- X^X-t^Xi -+- X k — X x - 3?o)]j 

V 0 = [x< a x 0 (x 3 -h XI,— Xi — X 2 )-+- X, x -2 ( x„ -+- x u — x 3 — x u ) 

-+- x 3 x h (x, -+- Xi — x x — a?o)]> 

Wo = [x^Xol^X^-k- X /,— Xi — %z)-\- X i X 3 {x x - s r X 0 — X 2 — Xt> ) 

-1- x- 1 xi l (x ] -+- x 3 — x x — a? 0 )]• 

En convenant de designer par U*, Vi, W,- ce que deviennent ces 
expressions, en ajoutant le nombre A" aux indices des racines pris 
suivant le module 5, on aura la valeur suivante de l’invariant 
gauche du quinzi&me ordre, savoir : 

K = a« U 0 U, U 2 U 3 lb y 0 Vi V 2 V 3 V 4 W 0 Wi w 2 w 3 w 4 . 


(*) Voir Complex rendus, t. LXIV, 1867 (I), p. 1026. 



SUR 


LA THEORIE DES POLYNOMES HOMOGfiNES 

DU SECOND DEGRE (•). 


Note VI du Programme detailld d’un Cours d’Arithmetique, d’Al- 
gebre et de Giomitrie analytique, par Gerono et Rognet, 4 e Edition, 
Paris, Mallet-Bachelier, i856, p. i54. 


Les propriety des polynomes liomogenes du second degr^ 
a plusieurs variables sont utiles & connaltre dans beaucoup de 
questions d’Algebre elde G^omdlrie analytique. Nous allons exposer 
dans celte Note, d’apr^s M. Hermite, celles qui nous paraissent 
les plus imporlanles, et dont la demonstration n’exige que les 
premiers elements du calcul. Voulant d’ailleurs que l’etude de ces 
demonstrations soit un excrcice pour les elfeves, nous considererons 
le plus souvenl un cas particular de manifrre a en bien faire saisir 
l’espril; apres avoir mis ainsi en evidence tout ce qu’il faut con- 
naitre pour traiter le cas general, nous laisserons a chercher 
l’expression analytique la plus etendue des raisonnements et des 
methodes exposes dans un cas special. On aura de la sorte a traiter 
des questions d’algebre faciles en elles-memes, car la voie pour 
arriver au resultat sera bien indiquee a 1’avance, et aucun autre 
•exercice' ne paralt plus profitable pour arriver 4 connaltre et 
a employer avec surety Tinstrument du calcul algebrique. Nous 
pensons aussi qu’on parviendra par l£» a mieux saisir et conserver 
dans son esprit les diverses propositions dont nous allons nous 


( J ) Nous ins^rons ici une Note Sur la theorie des polynomes homogenes du 
second degre exlraite de l’Ouvrage indiqu£ de Gerono et Rognet. Cette Note 
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occuper. Comme elles repose at en grande partie sur quelques pro- 
prietes des quantiles qui se presentent dans la resolution d’un 
systeme d’^quations du premier degrd a plusieurs inconnues, nous 
commencerons par rappeler en quelques mots celles dont nous 
ferons usage. 


I. — Des determinants. 


Considdrons —(— i equations du premier degr^ a n H- i incon¬ 
nues, dont les coefficients soient des quantites litterales, savoir : 

ax -\-by -+-cz hu — K, 

a! x -+• b' y -+- c' z A'a = K', 


a l/,, x -I- & n) y -+- c l/,) z ..-+- A (a) u = K (/£) . 

Le d^nominateur commun des valeurs des inconnues, qu’on en- 
seigne a former en Algkbre, et qui depend seulement des coeffi¬ 
cients de ces inconnues, a regu le nom de determinant, et se 
designe par la notation abregde 

la b c ... h \ 


#(/i) # # 


Ainsi, par exemple, pour deux equations a deux inconnues, 

ax -t- by = K, 
a'x -+- b'y = K', 

on dcrira 

I a b I 

(2) ab '— ba' = ; I • 


Pour trois equations a trois inconnues 





Parrm les monomes qui entrent dans le determinant (i) deve- 
loppe, on distingue celui qui sert a former tous les autres par des 
^changes de lettres, savoir : ab'c", .. h^‘K On lui donne le nom 
de terme principal, etil est toujours affecte du signe -1-. Ainsi ab' 
et ab'd' sont respectivement les termes principaux des determi¬ 
nants ( 2 ) et (3). Des diverses proprietds des determinants qui 
decoulent immediatement de leur loi de formation, nous enon- 
cerons celles-ci, qui seront utiles plus tard : 

i (1 L’expression developpee du determinant ( 1 ) a la forme 
Aa + B6 + Gc+...+ Hfc, 


ou A, B, C, ..., H sont des quantiLes independantes de a , b , 

c , .. h. 


2 0 Un determinant s’evanouit identiquementlorsque deux lignes 
liorizontales ou deux colonnes verticales sont composees des m£mes 
termes. Ainsi, par exemple, 


a b 
a b 


ab — ab = o, 


a b c 


a b c 
a!' b" c” 


a a 
a' a! 


aa '— aa! — o, 


a a 
a! a' 
a!' a" 


c 

c' 

c" 


3° Un determinant ne change pas de valeur lorsqu’on remplace 
les colonnes verticales par les lignes horizontales, de maniere que 
le terme principal reste le m^rae. Ainsi, par exemple, 


a b 
a' b' 


V 


ah '— ba!. 


Les deux premieres de ces propositions se trouvent demontrees 
dans les Traitds de M. Lefebure de Fourcy eL de M. Briot; nous 
laissons comme exercice k trouver la demonstration de la troi- 
sieme. Mais une autre, qui recevra d’importantes applications, 
nous reste k etablir; et nous allons d’abord la presenter dans le cas 
le plus simple. 

Considerons a cet effet les deux fonctions lindaires 



tf = aX + a'Y, 
r =|3X-^'Y; 


elles deviendront respectivement 

(a* 4 - b$) X + (aa' + 6|3')Y, 
(a'a + (3) X -h (a' a'-t- 6' j3') Y, 

ou, pour abr^ger, 

AX -+- BY, 

A'X + B' Y. 


I A B I 

Cela pose, je dis que le determinant I , sera egal aw 

produit des deux determinants I a * I et I * * I • 

I a V | | p PI 

La verification se fait sans difficult^, dans ce cas tres simple, 
mais on peut eviter tout calcul en raisonnant comme il suit. 
Considerons les deux equations 


( 4 ) 


\ ax 4 - by = K, 

| a'x 4 - b'y = K'. 


On sait qu’en les resolvant on trouvera, pour le denominateur 

commun des valeurs de x et r, le determinant I a , f, |> et de la 
J I a' b' | 

meme manure, relativement aux deux autres equations 

(AX+BY-K, 

I VX -+■ B'Y = [<', 


le denominateur commun des valeurs de X et Y sera le determi- 
I A B I 

nant ^ • Or, on peut trouver X et Y paries equations 

a? = aX 4 - a'Y, 
y = (JX + ( 3 ' Y, 

quand on y aura mis, au lieu de x et jk, les valeurs fournies par les 
equations (4). Maintenant, etsans qu’il soit besoin d’effectuer ces 

a mils, on doif voir miVn vaicnn ripe valpnr'C fr'aofionnair'Pc dp X 



duit des determinants , I et „ • Ainsi ce produit doit 

\ a b \ | p p | 1 

I A B [ 

etre egal au determinant I ( ^ , qui, d’apres les equations (5), 

represente aussi le denominateur des valeurs de X et Y. 

A la verite, cette demonstration n’est pas entierement rigou- 
reuse, mais elle met immediateinent sur la voie du theoreme 
general que nous allons enoncer en prenant pour exemple les trois 
fonctions lineaires : 

ax -+■ by c-z, 
a'x -+- b'y -i- c' z, 
a!' x b"y -+• c" z. 

Goncevons qu’on j mette, au lieu de x, y, 3 , 
x — aX + a'Y + iz'Z, 

y = pX-t-P'Y+P'Z, 

z =yX-f y'Y + fZ; 

elles deviendront respectivement 

(act. -+- b {i -+- cf) X + (aa' -4- b p' -+- cy') Y 4- (a a" -+• b ( 3 " -+- c-f)Z, 
(a'a + b' p -+- c'y) X -I- (a 1 a' -+- b'p 4- c'y') Y +(aV 4 - b’ hk c'y')Z, 
(a"a. 4- b n $ 4- c"y)X 4- (a"a'-t- b" p'4- c"y')Y 4 - (a" a" 4 - b" ( 3 " 4- c" y")Z, 

ou, pour abreger, 

AX -1-BY h-CZ, 

A'X +B'Y+C'Z, 

A"X-*-B"Yh-C"Z. 

Gela posd, on aura comrae precedemment liquation 


ABC 


a b c 


a a' a" 

A' B' G' 

= 

a! b' c' 

X 

[3 P ' (3" 

A" B" G" 


a" b" c" 


Y Y' Y" 


La demonstration complete se deduit de laloi m^me de formation 
des determinants; mais, comme elle offre peu d’inter&t par elle- 
m^me, nous Tomettrons, en insistant neanmoins sur la ndcessite 
de bien se pdnetrer du theoreme qui va bientdt trouver d’impor- 
tant do i ti 
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II. — De l’invariant des polynomes homog&nes du second degr6 
et du polynome adjoint. 

On nomine polynomes homogenes du second degre des 
expressions telles que 

A a? 2 4- 2 Barr -I- Gy 2 , 

A.X 2 4- A'j 2 -+- A" z 2 4- 2 B yz 4- 2 B' zx 4 - 2 B" zy, .. .; 

ce sont ces expressions dont nous allons ^tudier les proprietes, en 
considerant, comme nous l’avons ddja dit, les cas particuliers les 
plus simples, et laissant aux el6ves a genfiraliser les enoncds et les 
demonstrations. 

La premiere que nous allons considdrer dans le cas du polynome 
a deux indeterminees seulement 

Aa; 2 4- 2B xy 4 - Gy 2 , 

consiste en ce que, si l’on y remplace x ely par ces formules 
x =. aX -+- bY, 
y = a'X + b'Y, 

il se transformera en un polynome qui est encore homo gene et du 
second degre par rapport aux nouvelles indeterminees X et Y. 
Ce polynome sera ainsi de la forme 

XX 2 4- 2 \)bXY 4- GY 2 , 

les coefficients ayant ces valeurs : 

X = A a 2 4- 2 B aa! 4- G a! 2 , 

ith = A ctb 4~ B ( cib' 4- ba !) 4~ G ct b , 

e = A b 2 4-aB66'4- Gb' 2 . 

Cette propridtd tres simple conduit naturellement & se proposer la 
question suivante : 
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est-il toujours possible de ddduire le second du premier en y fai— 
sant une substitution de la forme 

x = aX +b Y, 

v= a'X + 6'Y? 

Le probleme admet-il un nombre fini ou infini de solutions; 
est-il resoluble en prenant pour les coefficients de la substitution 
des quantities rdelles, les coefficients des polynomes donnds dtant 
eux-mdmes supposes rdels? 

Notre.principal objet dans cette Note sera d’dtablir quelques- 
uns des principes qui servent a rdsoudre ces questions et de mon- 
trer comment ils s’appliquenl a la Gdomdtrie et a l’Algebre; 
faisons aussi observer en passant qu’une branche dlendue des 
Mathdmaliques, 1’Arithmdtique supdrieure, trouve dgalement son 
point de ddpart dans la comparaison des polynomes homogdnes du 
second degrd, lorsqu’on suppose que les coeflicients des polynomes 
et ceux des substitutions sont des nombres entiers. 

Nous commencerons par dtablir qu’un polynome du second 
degrd a n inddtermindes est toujours rdductible k la somme 
de n carrds de fonctions lindaires de ces inddtermindes. Observons 
pour cela qu’en ordonnanl ce polynome par rapport & Tune des 
inddtermindes que nous nommerons x pour fixer les iddes, il 
prendra la forme suivante : 

Aa? 2 -i- 2 B x -h C, 

B dtant une fonction lindaire, et C une fonction homogene du 
second degrd des n — i inddtermindes restantes. Or, on peut 
dcrire 

A a? 2 -f- ?,Bs;h-C = (Aa? + B) ! + ^ (AC — B 2 ), 

et mettre ainsi en dvidence, d’une part le carre de la fonction 
lindaire A^r-p-B, el de l’autre un polynome homogdne & n — i indd- 
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qu’on parviendra a la reduction annoncee quand on aura epuisd 
toutes les indeterminees. Par exemple, soil le polynome 

/ = x 1 -+- o.y- + \yz -+- 2 zx -+- 2 xy, 

on dcrira successivement 

f = x--y -ix{y -y z) -y 2 y--h jyz -+- z 2 = (x - 4 -y -y z ) 2 4- y^-y zyz, 
y*-h 2yz = (y-y zf — s 2 , 

et il viendra 

f={x-yy -y a)*+ (y -yz^-z 0 -. 

Plus tard, cette reduction sera etudi^e attentiyement; actuelle- 
ment, nous nous bornons a remarquer qu’elle peut s’effectuer de 
plusieurs manieres, en commencant chaque operation par l’une 
ou par I’autre des inddtermindes, et que, pour arriver effective- 
ment a une somme de carres, de fonctions lineaires, il peut etre 
ndcessaire d’introduire des quantitds imaginaires dans les coeffi¬ 
cients de ces fonctions. Ainsi, dans l’exem pie precedent, ilfaudrait 
ecrire 

/= (a? -+- yy-zY-y( y 4- z) 2 4- (3 i) 2 - 

Quoi qu’il en soit, et sans insister sur d’autres particularites, nous 
allons, comme il suit, en tirer La notion de Vinvariant. 
Considerons le cas le plus simple du polynome 

A a ? 2 -+- 2 B xy 4- Cy 2 , 
que nous mettrons sous la forme 

Aa? 2 -+- 2B xy 4 - C y 2 = (ax 4- by)^-y (a 1 x -4- b' y) 1 -. 

Cette Equation ne suffira pas pour determiner les quatre quan- 
tites a, b, ab' ; mais il est tres facile de trouver, en fonction 

de A, B, C, le determinant I a f I- 

| a b \ 

En effet, soient pour un instant 

( X = ax -+- by , 



Jin prenant successivement ies derivees des deux membres de 
cette equation par rapport a x et y, et divisant par 2 , il viendra 

A.x -+- By = aX 4- a' Y, 

Bx-hCy = bXy-b'Y. 


Or, X et Y ayant les valeurs definies par ies Equations ( 1 ), on 
pourra egaier les determinants relatifs aux fonctions lin^aires 

Asj+ B y ) 

Bx -+- Gy 
et 

oX + fl'Y, 
bX + b' Y; 


mais, d’apres un theoreme etabli au paragraphs I, le second de 
ces determinants sera egal au produit 

I a a! I I a b I 

I b b' | X I a' b' I’ 


I a b I 2 

ou merne a ( ^ ; car, d apres une proposition dnoncee au pa¬ 

ragraphe I, un determinant ne change pas de valeur quand on met 
les lignes horizonlales a la place des colonnes verdcales. Nous en 
conclurons la relation a laquelle nous voulions parvenir, savoir : 


A B a b 2 

B C ~ a' b' 


Or, la fonction des coefficients du poiynome A .# 2 H- 2B xy C y*, 
ci laquelle nous sommes ainsi conduits, 


A B 
B C 


== AC — B 2 , 


est ce qu’on appelle Vinvariant de ce poiynome. Cette denomina¬ 
tion, proposee par M. Sylvester, cdlebre geometre anglais, se trouve 
justifiee par le theoreme suivant : 


Soit 


XX* 4 - allbXY -h © Y 2 


La transform^ du poiynome propose par la substitution 
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je dis qu’on aura 

I lib 0 I “ I B G | X I p p' I ; 

c’est-d-dire que Vinvariant se reproduira. dans toute trans- 
formee , multiplie par le carre du determinant de la substitu¬ 
tion. 

F.n effet, effectuons la substitution consideree dans les deux 
membres de liquation identique 

A^ 2 -+-2Bay / -HGjK 2 ==( aa7 + by ) 2 -+- ( a.' sc -+- 4>'jk) 2 i 
et posons, pour abreger, 

a(aX + a'Y)+6(pX+ p'Y)=/> X q Y, 
a'(aX + «'Y) + J'(pX+P'Y) = /X + ? 'Y, 

on en deduira 

JLX*- t -aDbXY+£Y* = (/»X-4-y Y)*-K />'Xh- g'Yf, 

et, par suite, 

I X lib I I jo q I 2 

| Alb G I I p q 'I 

Mais, d’apr^s le th^orfeme surla multiplication des determinants, 
on a 

|/> % \ _ \ a b \ la a' I 

I P' 9 ' I I «' b' | X I p |’ 

et il en r^sulte immediatement, aprfes avoir dlevd les deux membres 
au carr£, la relation qu’il s’agissait d’dtablir 

I Jlo lib I I A B I la a' | 2 

| lib 0 | = I B C | X | p P' | ’ 

Avant d’aller plus loin, donnons encore l’dnonce des theor^mes 
analogues pour les polynomes k trois inddtermindes, afin de rendre 


- f'x = A- x -+• Wy •+• B' z. 


c’est-a-dire 


(A) 


A B" B' 
B" A' B 
B' B A" 


~fy= Wx -h A'y -+- B z, 

-|/! = B'j: + B/ + A" 2; 

= AA'A"-t- 2 BB'B"— AB2 — A'B' 2 — A'B"*, 


et Ton aura le ihdoreme suivant : 

Soit 

XX2+ O.V Y2-H ,V'Z2+ 2 lib YZ -+- a Hb'ZX Hh a llb"XY 


transformde deduite de f par la substitution 
x = a X -+- a' Y -+- a" Z, 
y == pX-+- (3T-+- p"Z, 

2 ==t X+ T 'Y + T "Z, 

Vinvariant de cette transformee sera egal a V invariant de f, 
multiple par le carre du determinant de la substitution. 

Ainsi on aura 


oils 

'll',)" \11»' 


A 

B" 

B' 


a 

a' 

a" 

Db" 


lib 

= 

B" 

A' 

B 

X 

P 

P' 

P' 

iJb' 

lib 

„V 


B' 

B A" 


't 

y' 

y" 


Les applications que nous ferons plus Lard de ces th^oremes en 
montreront toute l’importance, raais des a present nous allons en 
faire voir l’usage, en nous proposantde calculer l’invariant de cetLe 
forme particuliere 

A x*-+- 2 Bxy -+- Cy*-h(ct.x -+-fty f z)*. 


d’ou resultera cetle consequence, que le polynome proposd est ]a 
transformee de * 

( 3 ) A.X 2 + mBXY + CY 2 + Z 2 , 

par la substitution prdcedente, dont le determinant se reduit, 
comme on le reconnait aisement, a y. 

L’invariant cherche sera done celui du polynome (3) multiple 
par y 2 , e’est-a-dire, en appliquant la formule ( 2 ), £gal a 

Y 2 (AG-B2). 

La notion d’invariant bien comprise, passons a celle du polynome 
adjoint, qu’il importe egalement d’dtablir. 

Pour cela, nous considdrerons encore le cas le plus simple des 
polynomes a deux inddtermindes, /= A.x 2 4 - 2 Bxy -+- Cy 2 , eL 
nous rappellerons en premier lieu le theoreme bien connu qui est 
exprimd par cette relation 

»/■= x f'z -+- yf'r 

Cela posd, cbercbons ce que devient /, quand on y remplace x 
et y par les indeterminees x 0 ety 0 , liees aux prec.edentes par les 
relations 

En nommant cp Je rdsultat cherchd, qui sera un nouveau poly¬ 
nome du second degre, aux inddtermindes x 0 et y 0 , on aura ces 
.trois Equations, 

0, 

cp = xx q yy 0, 


-entre lesquelles il s’agit d’dliminer x et y. Pour cela, multiplions 
membre a membre successivement la premiere et la troisieme, la 
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seconde et la troisieme, il viendra ainsi 

^'?f'y = J r o(xxo + Xyo); 

Equations homogenes et du premier degre en x et y. 

Le resultal de l’elimination de ces deux inddtermindes s’ob- 
tiendra done en egalaut a zdro le determinant z'elatif aux deux 
fonctions lin^aires 


*o(**oH-/n), 

— jo(^o+.rjo); 

de sorte que a sera determine par cetle equation : 

I tpA — cp B — ce a y 0 I _ 

I <?B — x 0 y 0 cp C —yl | 

Dans un instant il sera prouve que ce determinant conlient le 
facteurcp. A.insi Ton arrive bien, apr6s la suppression de ce facteur, 
4 une equation lineaire; mais ce qu’il importe tout d’abord de bicn 
saisir, ce sont les proprietes du polynome en x 0 et y 0 , determine 
par liquation que nous venons d’oblenir. 

Observons a cet elTet qu’en posant 

‘l' = <P ( A x 9 - — a B xy 4- Cy ’•) — (a?a ? 0 ■+■ yy 0 ) ! , 


l -Yy = £ ?/y +yyo )• 


Le determinant ci-dessus n’esl done autre chose que l’invariant 



eR»X*4-aUl>XY-i-eY*, 


il en resultera pour le polynome cii cette nouvelle forme 

= cp(JUX 2 H- 2 lib XY + 6X 2 j-[(a»o + (3a7 0 )X -+- (a cc 0 -+- $'y 0 ) Y] 2 , 

Cela pose, formons l’invariant de <1; et egalons-le a zero; on 
reproduira ainsi l’equation dont depend la quantite cp, car ces deux 
invariants sontegaux, a un facteur pres; de la resulte ce thdoreme : 

Le polynome cp reste invariable, si Von y remplace les coef¬ 
ficients A, JB, C, qui y entrent , respectivement par eiU, iJb, ©> 
pourvu qu’au lieu des indeterminees x 0 , y 0 on mette en mime 
temps 

a.cv 0 -+-$a: 0 et a'x 0 -+- P'y 0 . 

Revenons maintenant au determinant 

I cpA — a?j cpB — a? 0 jko I 

| cp B — a 7 0 Jo <pC — yl 

pour etablir, comme nous I’avons annonce, qu’il contient cp en 
facteur. A cet effet, considerons le polynome suivant a trois inde- 
lerminees 

X = l V-i-(cra 7 o- | -JKJKo-i- *<p) 2 , 

qu’on trouvera aisement, en substituant la valeur de cj/, se reduire a 
X = cp( Aa? 2 -i- 2Bay' -4- Cjk 2 )-i- ^ cp(2 a?a? 0 -+- 2 yy 0 -+-29). 

II resulte d’une remarqne faite plus haut, que l’invariant de ce 
polynome c’est-a-dire le determinant relatif au systeme des 
trois fonctions lineaires 


1 , 1 , 1 . 

*X*> -Xy> -X*> 

est egal au produit de cp 2 multiplie par l’invariant du polynome 
En developpant les expressions des trois derivees, on parvient ainsi 
a la relation 


cpA cp B epa ? 0 
cpB cpG cpjo 


2 | cpA — xl cpB — #0/0 

v> _ _ 


I — a?-} cpB — x 0 y 0 I 
| <p B — ^ojo <pC -yl | 

Cette transformation de determinants nous montre que le terme 
independant de cp, dans l’equation 

I ® A — Xl cpB — 37o.ro I _ 

I <P B — x 0 y 0 W c — vg I °’ 


A B x 0 
B C jo x cp = 
#0 Vo ® 


doit disparaitre de lui-meme. Cela pos£, soit pour un instant 


A, B 

B, C 


= 0(A, B, C); 


cette Equation pourra s’ecrire 

0(cpA — x\, ® B — x 0 y 0 , cpC — y\ )= o, 
el l’on tirera, en d^veloppant, 

'f*0(A, B, G)— cp | 0a^5-h 0ua7 O /o-i- Oc y\ j = o; 


0 a»« -+- Ona?o.ro-+- 
0(A, B, G) 


C’est la le rdsultat d^linilif auquel nous voulions parvenir; et le 
polynome en x 0 et y 0 qui se pr^sente comme num&rateur de <p 
est ce que nous nommerons avec Gauss le polynome adjoint de 
h.x--\- zBxy-j- Gy 2 . Maintenanl il ne nous reste plus, pour ter¬ 
miner ce sujet, qu’ci donner quelques indications propres ci faciliter 
aux <31£ves l’extension au cas general des raisonnements et des 
calculs pr^c^dents. 

Soit, par exemple, le polynome & trois ind^termin^es 
/= A» ! + A'j^ 2 -+- rV z 2 -+- 2 Byz -h i B'zx -+- a B " xy. 


En prenant pour point de depart la relation 
2 /= *fx+yfy+*fz, 




* 0 = '-fx, 7o = '-fy, * 0 =^/i- 

Commons cp le r^sultat cherche; on sera conduit aux quatre 6qu 
lions 

X 0 = ~/x> 

70= [ft, 

s o=5^’ 

cc = ara; 0 -(-jk7o + z *o> 
desquelles on deduira d’abord 

l CO f x — X 0 ( XX 0 -hJ'Jo -I- ZZ 0 ), 

~ ?/r = Jo(-H7Jo +3«o). 

* 9A = *o(^0 + 770+-®^o)- 
On observera ensuite qu’en posant 

4* = ?/ —(a7a?o-+-77o+ **o) s » 
elles deviennent simplement 



et l’on en conclura que liquation pour determiner cp s’obtienc 
en egalant k z6ro l’invariant du polynome ■}. D’ailleurs cet im 
riant, a savoir 

cpA — x\ cpB"—a^ojo <pB'— x 0 z 0 

cpB"—a7 0 jK cpA ’—yl cpB — jko-^o * 

<pB' — xqZ 0 cpB — 7o z o cpA "—zl 

sera susceptible de la transformation exprim.ee par liquation si 
vante 


A B" B' a? 0 
B" A' B v n 


I ?A — x* 


cp B"— #o7o ?B' — -s 0 2? 0 
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a laquelle on. parviendra en cherchant l’invariant du polynorae a 
quatre indeterminees 

X = XX0-+- 3Z 0 -+-O uf. 

Les choses ainsi prdparees, en posant 
| A B" B' 

B" A' B = 0(A, A', A", B, B', B"), 

| B' B A" 

on donnera a l’dqualion en cp la forme suivante 

6(cp A — erg, cpA' —75, <pA" — *1, <?B — y 0 z a , cpB'—a7 0 s 0 , cp B v — x 0 y 0 ) = 0. 

Or, dans ceLLe Equation, les termes cp 3 el cp 2 existeront seuls, et, 
apres avoir ddvelopp^, on en Lirera 

0a-2?o- l - °A'7o -+- ^A'-So •+■ O/s.KoSo-t- 0n-^ n a? 0 -t- ^[ V 'X 0 y n 
0( A, A', A", B, B', B") 

Cela posd, le numerateur de celle expression sera le polynome 
adjoint de f, eL cp lui-meme donnera lieu au Lh^oreme suivanl : 

Supposons qu’en faisant La substitution 

x = aX +a'Y + a'Z, 
y = pX-h P'Y+ (3"Z, 

,= T X + T 'Y+f'Z, 

f se change en 

F = XX t + JU' Y 2 4- A,"Z 2 H- 2 \l!> YZ ■+■ 2 lll/ZX -I- aili/XY, 

<p restera invariable, si I’on y remptace les coefficients de f par 
ceux de F, et qu’ony mette en mime temps, au lieu de x 0 ,y 0 , 
js 0 , les fonctions lineaires 

aa 7 0 -+-P 7 o+y-so, a'»o+ P>o-+- y'-»o> «'®o+?"/o + Oo' 

t? _•_ _ _ _ i- c _ _i‘ j.. 
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el que la forme explicite du polynome adjoint de 


Aa? 2 -f- AA".z 2 -|- 2B yz -f- 2B' zx -+- 2B " xy 
est 

(A' A"- B*) ccl -H (A" A - B's )yl +- ( A A' - B"*) * * 

-+- 2(B'B"— AB)jKo' 3 o+ 2(B" B — A'B')* 0 a? o-i- 2(BB' — A" W)x 0 y Q . 

Elies nous seront utiles dans les questions suivantes. 


III. — Applications k la geomdtrie analytique. 

La recherche des axes principaux dans les courbes du second 
degrd depend de ce probleme. 

Etant propose le polynome 

/ = AP+2BXY+ GY 2 , 
determiner les coefficients de la substitution 
j a? = a X -4- a' Y, 

(1) j JK = PX-H ( 3 'Y, 

et les quantites s, e', de maniere qu’on ait identiquement 

(2) A X 2 h- 2 B XY -+■ C Y 2 = ea? 2 •+■ e'jK 2 
et 

(3) X»+Y 

II s’agit, comme on voit, de trouver les valeurs de six quantitds 
inconnues, e et e' d’une part, et de l’autre les coefficients de la 
substitution; et pour cela on a, en effet, six equations qui rdsultent 
de ^identification des termes semblables dans les relations ( 2 ) 
et (3). Mais nous dviterons comme il suit la consideration de ce 
systeme compliqud d’dquations. 

Designons par X une quantity inddtermiinde; on aura 


— A A £ — A A uunu, ai i uu iau, la sunsinuuon ^1^,1 invariant au 
polynome transforme sera 


(e —X)(e' — X)x 


a 

P 


P' 


2 


Maintenant, si on l’dgale a celuidu premier membre, on arrivera 
a la relation 


A - X B 
B C—X 


= (e — X) (e'— X)x 


a a! s 

P P' 


Or, il en r^sulle imm^diatement que les deux quantity e et e 7 
sont les racines de liquation du second degrd en X 


A — X B 
B C — X 


= (A — X) (C — X)— B*= 0 . 


Une autre consequence a remarquer, c’est que, le coefficient de X 2 
dans le premier membre <$tant l’unil^, on a 



Pour acliever la solution, en regardant e et e 7 comme connus, on 
fera successivement, dans liquation (4), X = e, X == e 7 , et l’on en 
df^duira les valeurs de x- et y‘ J , de sorte que les fonctions lindaires 
aX+a'Y, [3X-f-[3 7 Y peuvent d6s lors 6tre regard^es comme 
compl&tement d^termin^es. 

Pas sons a la question analogue pour les surfaces du second 
ordre. 

Le problfeme est alors : 

Etant propose un polynome & trois inddtermin&es 
/ = AX S +A'Y 2 + A"Z 2 -f- aB YZ ■+■ 2 B"ZX + a B" XY, 


determiner les coefficients de la substitution 

( * = «X + «'Y + «'Z > 

^ = pX + P'Y-t-P'Z, 


( 5 ) 
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et Les quantites e, e 7 , e 77 , de maniere qu’on ait idenliquement 
f= sa? 2 -f- e'j 2 _|_ e "- 2 ) 

X 2 -f- Y2-+- Z 2 = x- •+■ -S 2 . 

Soit, comine precedemment, X une indeterminee, et ddduisons 
de ces deux relations la suivante 

(6) ^_X(X 2 h-Y 2 +Z 2 ) = (£ —X)a7 2 -|-(e'—X)r 2 -H(e"—X) 2 2 . 

Nous commencerons encore par chercher [’invariant du second 
membre. Observons, a cet effet, qu’en considerant x, y ) z corame 
les indetermindes inddpendantes, I’invariant du polynome 

(e — X);r 2 -t-(e'— X )y°- -+- (e" — X )* 2 


est simplement 


(e _X)(e'-X)(E'-X); 


d’ou il resulte qu’en faisant la substitution (5), l’invariant du 
polynome transforme sera 

I a *' a " I 2 


( e — X) (e' — X ) (s" — X)x 


P P' P' 

Y y' y" 


Maintenant, si on 1’egale a celui du premier membre, on arrivera 
a la relation 


A—X B" B' 


a a' a" 

B" A'-X B 

— ( £ — X)(e'— X)(s" — X)x 

P P' P* 

B' B A'-X 


Y Y' Y" 


Ainsi, les quantites e, e 7 , e" sont les racines de liquation du 
troisidme degrd en X 

A — X B" B' 

B' A' —X B 

B' B A"— X 


que ie cane uu aeienmiiani 


a a' a" 

P P' P' 

Y Y' Y" 

a pour valeur 1’unite, de sorte que 1 ’invariant du second membre 
de la relation ( 6 ) se reduit a 

(e — X ) (e' — X ) (e" — X ). 


II nous reste a determiner les coefficients de la substitution ( 5 ), 
c’esta quoi nous parviendrons en egalant les polynomes adjoints 
des deux membres de la relation ( 6 ). Mais nous avons d’abord une 
observation importante a faire. De I’idenlite 

s 2 = X*-|- Y 2 -t- Z 2 


resultent les six relations suivantes 


(7) 


( a 2 -+- P 2 -f- Y* = i , 
! a ' 2 -t~ P ' 2 - 4 - y ’ 2 = i, 
I a " 2 -+- P" 2 -hy" 2 = i, 


a'ac"-h p' p"-H y'y" = o, 
a" a -i- P" P -+- y” Y — °) 
xa' P(J' ■+• YY / = °* 


Or il s’ensuit, qu’etant propose le systeme d’equations 


( 8 ) 

on en tire 


a u -f p o + y » = a? 0 , 
ct! u -h P' p -t- y' w = JKo, 
a!' u ■+- p r/ v -+■ y” *** = 7 

u — a a? 0 -I- a'j'o-4- a"s 0 , 
i> = p a?o •+- P'/o-l- P"z 0 , 
w = yx 0 -h y'yo-'ry"z 0 . 


Substituons, en eflfet, ces valeurs dans les equations proposees, on 
les trouvera immediatement identiques, en vertu des relations( 7 ). 
En nous bornant, par exemple, k faire la substitution dans la 
premiere equation 

au ■+■ y w = a?o, 


ce qui se reduitbien a x 0 . 

Cette remarque faite, passons a la recherche da polynome 
adjoint du second membre de la relation (6). Pour ceia nous 
aurons a eff'ectuer la substitution suivante 

i a (e — X)a? - 4 - {1 (s' — X)y 4- Y (e w — \)z — sc 0 , 
a'(e — \)x-^ P'(6 '— X)jk-H y'(e" — X)* =JKo, 
a"(e — X) a? |3"(e'— X)y -+- y"(e"— X)* = 3 0> 

dontles premiers membres sont les moities des derives du polj¬ 
nome (e — — X)y 2 —X)s 2 prises par rapport aux 

indeterminees independantes X, Y, Z. Et, comme nous axons re¬ 
marque que l’invariant de ce poljnome est (e — X)(e'— X)(e"— X), 
en nommant <p le rdsultat de la substitution prdcddente, le polj¬ 
nome adjoint sera, d’apres la definition meme, dgal a 

cp X (s — X)(e'— X)(e"— X). 

Or, en reprdsentant pour un instant par u , v, w les quanlites 
(e — X)#, (e ; — X)jk, (e*— X)s, les equations (9) coi'ncideront avec 
les equations (8), ainsi, d’apres la resolution qui a ete efFecLu.ee de 
ces dernieres, nous trouverons 

u = (e — X) a? = aa? 0 -+- a'y 0 -i- a"z 0 , 
c> = (e' — X)y = pa7 0 + 
w ==(£’' — X) 2 = ya?o ■+• + 

II en resulte pour la transformee en # 0 , y 0 , -So du poljnome 
(£ — X) x^ H- (s' — X) y- -t- ( e" — X) .s 2 , 

1’expression 

T = -+■ a'j- 0 -Ha"z 0 ) 2 

■+■ (^0+ P>oh- 


Cj^o-l- J>o+ y"*o)S 


ecnre simpiement 



d’ou suit, pour le polynome adjoint du second membre de l’equa- 
tion (6), l’expression 

9 X (e — X) (e'— X) (e"— X) = (e'— X )(e" — \ )x 2 

-+■ (— X) (e — X)y 2 -f-(s — X) (e' — X) z 2 . 

Cela pose, faisons successivement 

X = e, 

X = e', 

X = e", 

dans le polynome adjoint du premier membre de liquation (6), 
savoir/—X(X- + Y 2 + Z-), on trouvera qu’il se reduil : 

Dans le premier cas a (e ; — e) (e" — e)a? 2 , 

Dans le deuxieme cas (e"— e / )( e — £ ')y‘i 
Dans le Iroisieme cas a (s — — £ ") z ~i 

de sorte que les caries des Lrois fonctions lindaires qui nous 
restaient & determiner etant connus par les seules quantiles e, e', 
e", ces fonctions elles-memes et les coefficients de la substitu¬ 
tion ( 5 ) sont complelemenl determines. 

L’analyse que nous venous d’employer s’etend d’elle-meme au 
cas d’un polynome a un nombre quelconque d’indeterminees, el 
nous pensons n’avoir besoin de rien ajouler pour que les el^ves 
puissent faire eux-m^mes celle generalisation. Mais il nous resle 
a demontrer que loutes les quauliies dont nous avons donn6 la 
determination ont des valeurs to uj ours reelles. 

Rien n’est plus facile pour le cas des polynomes & deux indeter- 
minees 

/= AX 2 h- uBXY -i- GY 2 . 

En effet, nous avons Lrouve sous la forme suivante liquation 
en X,, savoir 

(A—-X)(C — X) — B 2 =o; 



■+■00, A, C, —00, 

il prendra les signes 

H-, —, —, -+-• 

Liquation proposde a done deux racines reelles : Tune plus 
grande que A, l’autre plus petite que C, et nous pourrons supposer 
que la premiere soit e et la seconde e'. Cela pose, les valeurs 
obtenues pour les carres x l et y- donnent, en y faisant, par 
exemple, Y = o, les Equations suivantes 



et, d’apres ce que nous venons de dire, on reconnait qu’elles sont 
positives; done a et j 3 sont rdels, et il en serait de ra^me pour a' 
et ( 3 '. 

Abordons maintenant la meme question dans le cas plus difficile 
des polynomes a trois variables. 

Afin d’indiquer completement tout ce qu’il est ndeessaire de 
connaitre pour dtendre au cas gdndral la mdthode que nous allons 
suivre, nous ddmontrerons d’abord ce lemme, qui est important en 
lui-meme : 

Lorsque Vinvariant d’un polynome homogdne du second 
degre se reduit a zero, Le polynome adjoint est an carre par- 
fait. 

Considdrons, par exemple, les polynomes a trois variables 
f= AX 2 -i- A' Y 2 h- A"Z 2 ■+ 2 B YZ -+-1 B'ZX -+- -i. B"XY, 

et prenons, mais sans supposer les coefficients reels, la substitution 
que nous avons prdeedemment determinde : 

x = a X -+- a' Y -+- a" Z, 
y= px -+- p'Y-t- j3"Z, 

2 = 7 X -+- Y Y H- f Z, 


de telle sorte qu’on ait 


done, supposant 1 = o et ddsignant par F le polynome adjoint 
de /, on voit que la substitution ci-clessus donnera en meme temps 

F = e'e v .r 2 -+- s!'zy- -+- ee'-z 2 . 

Cela pose, si 1 ’invariant de f est nul, liquation qui a pour 
racines e, e', e", savoir 

A — \ B" B' 

B" A'— X B =o, 

B' B A"— \ 

sera vdrifide pour \ = o, de sorte que I’une de ses racines s’dva- 
nouira. Or on voit qu’alors des Lrois carres dont se compose F un 
seul subsistera, ce qui ddmontre la proposition annonede. 
Observons que dans le cas du polynome a deux variables 

f =■ Ar ! + iBxy -+- Cy*, 

cette proposition serait dvidente, car le polynome adjoint etant 
alors A .y- —2.Ba?y+C.r a est un carrd parfait en mdme temps 
que/, lorsque l’invariant AC — B-’ est nul. Ce seul cas nous suflira 
mdme pour ce qui va suivre, comme on va voir. 

Mettons I’dquation en k, en employant la valeur ddveloppde du 
ddterminant sous cette forme 

l (A"— A)[(A — a )(A' — X )— B" 2 ] 

(I °' | — [(A — X;B 2 — 2 B" BB' + ( A'— X)B' 2 ] = o, 

et considdrons l’dquation du second degre 
(n) (A — X) (A' — X) — B " 2 = o. 

On a dtabli tout a l’heure la rdalitd de ses racines, et 1 ’on a 
demontrd qu’en supposant, par exemple, A >• A! I’une d’elles ri 
dtait plus grande que A, et l’autre Vplus petite que A ; . Cela posd, 
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substituons dans le premier membre de l’equation les valeurs 
A =-t- oo, ?], r/, —oo, 

les signes correspond ants aux valeurs extremes seront —oo et+oo, 
et nous allons prouver que pour X = -r\ il est positif, et pour X = r/, 
negatif. Dans ces deux cas, en effet, la premiere partie de l’equa¬ 
tion (io) s’evanouit, et la seconde, en y consid^rant, poW un 
instant, B et B' comme deux inddtermin^es, represente un poly- 
nome a deux variables, dont l’invariant egal a (A — X)(A' — X) —-B" 2 
s’evanouit par hypothese. Quels que soient done B et B', ce poly- 
nome sera du signe de son premier terme; mais nous savons que 
l’on a 

A —7)<o, A — 7)'> o; 

les rdsultats des substitutions ont done les signes que nous avons 
annonc^s. II s’ensuit que liquation enX a ses trois racines r^elles; 
la plus grande, e, superieure k ti; la moyenne, s', comprise entre r, 
et V; la plus petite, e", moindre que 7)'. Et en meme temps on 
obtient cette consequence que les racines de 1’dquation (t i) dtant 
comprises, l’une entre s et s', l’autre entre s et s", le polynome 

(A — A) (A' — A) — B" 2 

poss^de exactement la propriete caractdristique de la fonction 
d^rivde du premier membre de liquation (9). On remarquera 
aussi qu’il suit du mode de determination precedemment obtenu 
pour les coefficients a, j3, y, ..., qu’on a ces valeurs 

a"2 = (A — e) (A' — s) — B" 2 
t®' —6) (6*— 6) 

6"*= ^ A — £ ')( A'— s')— B" 2 
P (e — e')(e''— e') 

(A-s^ha'-p-b^ 

r (e — £")(£'_ e ") 

Or, d’apres ce qu’on vient de dire, et en ayant dgard 4 I’ordre 
de grandeur des quantitds s, s' s" on reconnait immediatemenL 


THEORIE DES 1‘OLTNOMES 1IOMOGENES. 


46 r 

f —e(X 2 +Y 2 +Z 2 ), on trouvera pour a'a" et a" a des expressions 
reelles; done, etc.; et l’on raisonnerait de meme par rapport aux 
quantites ( 3 " et y', y". 

Nous terminerons ce sujet en faisant remarquer que la methode 
suivie pour etablir la realile des raeines de 1’equalion du troisieme 
degre en X a ddja dte donnde par M. Cauchy, mais sous une forme 
un peu diflerente, dans le troisieme Volume des Exercices mathe- 
matiques. Nous ferons voir aussi, en peu de mots, qu’elle s’dtend 
immddiatement aux Equations gdnerales relatives a des polynomes 
homogenes du second degrd a un nombre quelconque de variables, 
Equations qui s’oflrent dans la ddtermination des indgalites sdcu- 
laires des elements du mouvement elliptique des planetes. 

Considdrons a cet ell'et l’equation en X de degre n + i, dont le 
premier membre serait le ddterminant 

a ltl — X a i)2 ... a {l n 

^2,1 #2,2 — X ... #2,'iH-l 

A,h-i = . . 

a n , i a, ,, 2 ... a, hn — X iH -i 

#7t-t-t,i a ti+i,2 ••• #7h-i,« a n+\,n-¥i X 

les quantiles aij vdrifiant pour Louies les valeurs des indices la 
condition aij=aj Nous supposerons qu’on ait ddmontrd la 
realitd des raeines de l’dquation analogue, mais de degrd n : dont 
le premier membre serait le ddterminant 

#1,1 — X a|,2 ... «|,/i 

CS 2 i # 2 2 — X ... #«> ,i 

A n = > 

# ft ,i a nA ... #„.,«—X 

et nous nommerons ces raeines, rangdes par ordre croissant de 
grandeur, 

*]i, r, 2 , Tfl3j •••, T\n- 

Nous supposerons aussi qu’on ait ddmontrd que le determinant 
ddduit du prdeddent, en supprimant la dernidre colonne verdcaie 






prise par rapport a A, c est-a-aire que, si 1 on y lait les substitu¬ 
tions 

X = *il, "'is, 1)3- . 

les signes des resultats seront respectivement 

et ne presenteront que des variations. Cela pose, nous decompose- 
rons A /i+ , en deux parties comme il suit : 


«1.1 — x 

«1,S 

• • • <*), n 

O 


°*-*-x 

a *' n 

0 

a n,l 

a n , 2 

. .. a,^ n — X 

0 

0 

0 

... 0 

<*n-\-\ ,n+ 

«i,i — x 

“i.s 

ay, n 

a n ,n +1 

CCo,i 

U 2 , 2 -X 

• • • a 1,n 

« 2 , i-Hl 

a n,i 

a„, s 

au,n — x 


<*n+\ , 1 


• • • <*n+\,n 

O 


La premiere sera evidemmenl le produit de a /l+ , tK+1 — X par le 
determinant A w , et la seconde, en y considdrant pour un instant 
a i ,«+)? •••) a u,n+\ comme n indeterminees, sera au signe 
pres le polynome adjoint du polynome suivant : 

Xj [(a,,! - l)X 1 + fl 1 ,,X,+...+ a 1 ,„X (1 ] 

-4- Xg [«2,i X 1 -(— (tig ,2 — X )X 2 -f-... -f- a<i n X,j J 


-1- \ n [ &n,\ Xj -I- <* n ,% X2 H—. . . -f- ( CL t i,n — X ) X ,) ] , 

dontl’invariant est prdcisdment A rt . Or, en substituant au lieu de X, 
dans A„ +) , la sdrie des racines v), de liquation A w = o, cel inva¬ 
riant s’dvanouira, et alors le polynome adjoint, se reduisanl a un 
carrd parfait, sera toujours du meme signe, quelles que soient les 
valeurs des quantitds a i>n+ ,, a 2) „ +l , ..., a„, n+i . Maintenant il est 
aise de voir que le coefficient de a; i n+{ sera le determinant A w _,, 
affecte du signe —. Done pour les valeurs 









signer LuncspuiiucUHs uc Hti+\ serum. ucua ue — a^_ 1: c esi- 
a-dire, d’apres ce qu’on admeL, 


Joignons eufin a ces subslitulions les suivantes : \=—oo et 
\ = -f- oc ; en observant que le premier tenne de A //+ , est (—X) /,+ l , 
on Lrouvera finalement que les signes de cette fonclionpour 

X = — CO, 7) |, 7],, 7)3, 7]„, -1-00 


seront 


De la resulle que, sous les hypotheses admises, liquation 
A, i+l = o a loutcs ses racines reelles. El de pins on voit par les 
limites enlre lesquelles sonl comprises ces racines que A„ jouirait, 
par rapport a cette equation, de la merae propria que la fonction 
d^rivde du premier membre. Des lors, les propri^l^s que nous 
voulions etablir dans Loute leur gdneralit^ d^coulent imm^diate- 
menl de ce qu’elles ont (Hd drinonlrdes dans le cas particular que 
nous avons eu en vue pour la recherche des axes principaux des 
surfaces du second ordre. 


IV. — Theorems gbn&ral sur la reduction des polynomes homo- 
genes du second degr6 par des substitutions A coefficients reels, 
A des sommes de carrAs. 

Ce theoreme s’^nonce ainsi : 

De quelque mani&re qu’on transforme un polynome du se¬ 
cond degre & coefficients reels en une sonime de carres de 
fonctions lin&aires reelles, ces carrds elant affectes de coeffi¬ 
cients numeriques e gale meat reels, le nombre de ces coefficients 
qui auront un signe donne sera to uj ours le meme. 

Ainsi, par exemple, £lant propose le polynome 


CC 0 — cto X 0 -I- Po Xj -l- . . . H- Xq X n . 
x i = otj Xq -+- Pi X) . .. -+- X] X„, 

fin — a n X 0 + P n Xi~H. . .H- X,iXn, 
le transformer en un autre polynome tel que 
(3) -X3-X?-...-X][ + X| +1 + X2 +s +...h-X«, 

k etant different de i. C’est ce cas particulier auquel se ramcne 
immediatement le theoreme general que nous allons etablir. 

Et d’abord on peut supposer k >»f, car, s’il en etait autrement, 
on resoudrait les equations (2) par rapport aux inddtermin^es X, 
et l’on raisonnerait sur cette nouvelle substitution a coefficients 
reels comme ceux de la propos^e. Cette resolution d’ailleurs n’esl 
jamais impossible, car, en nommant pour un instant 8 le determi¬ 
nant relatif aux equations (2), on sait que l’invariant du poly¬ 
nome (1), a savoir (— i) /+l , sera le produit de l’invariant du poly¬ 
nome (2) dont la valeur est (— i) A+, J multiplie par le carrd de 8; 
et cette relation montre que 8 n’est jamais nul. 

Cela pose, parmi les diverses equations auxquelles les coefficients 
de la substitution (2) doivent satisfaire, on voit s’offrir en premier 
lieu celle-ci : 



- ag — af —.. . — a? -4- a; +] -4- 


qui ne pourrait evidemment etre verifiee que par des valeurs ima- 
ginaires des quantites a, si l’on avait 


a 0 =o, ai = o, «i = o. 

Or on va voir comment, en admettant la substitution (2), il est 
possible d’en deduire une nouvelle, qui, changeant le polynome (1) 
en le polynome ( 3 ), ait ses coefficients reels, et de plus presente 
ce caractere que l’indeterminee X 0 ait disparu dans les expressions 
de # 0 , .r,, Xh_ K . Comme on suppose k 8> i, k — 1 sera an 
moins egal a f, et, les conditions precedemment enoncdes se trou- 
vant realisees, notre tbeoreme se trouve par 1&. mdme demontre. 

A cet eflet, nous commencerons par remarquer qu’on peut, 
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sans changer le polynome ( 3 ), y remplacer X 0 et X| par 
X 0 coscp -+- X, sin<y, X 0 sincp — X| coscp, et inlroduire par la un 
angle arbitraire <c dans les formules (2), qui deviendront 
a?Q = (uq cos cp - 4 - j3 0 sincp)X 0 -t-(a 0 sincp — j3 0 coscp)X, 

& t =(a t cos cp 4- Pi sincp )X 0 -t-(ai sin® — coscp)X 1 ~t~. . ., 


Maintenant, et quels que soienl les coefficients a, ( 3 , . .on pourra 
disposer de cet angle de manure a avoir 

a u cos cp 4- j3 0 sin cp = 0 , 

et l’on sera amend & une nouvelle substitution dgalement rdelle ou 
1 ’indetermin.ee X 0 aura ddja disparu dans la valeur de x 0 . Cela 
fait, partons de cette nouvelle substitution pour y introduire 
de nouveau 11 n angle arbitraire, en remplagant X, et X 2 par 
X 1 coses -+- X 2 sincp, X, sines — X 2 coses, ce qui se fera encore sans 
changer le polynome ( 3 ). On voit, en raisonnant comme Lout a 
1 ’heure, qu’on pourra annuler le coefficient de X,, dans l’expression 
de x 0 . Or des calculs analogues pourront dtre conlinuds jusqu’a ce 
qu’on soil amend k remplacer X*_, etX/ f par X/,_, cosep -+- X* sinep, 
sinep — X*cosep, et en derniere analyse on voit que de la 
substitution (2) on aura ddduit par des opdrations Loujours 
possibles une substitution rdelle dans laquelle X 0 , X,, X^_i 
auront disparu de l’expression de l’inddterminde x 0 . Ce premier 
point dtabli, nous concevons qu’on rdpete, en raisonnant sur la 
valeur de l’inddterminde suivante ,r.,, des opdrations toutes sem- 
blables, mais en se bornanta faire disparailre de proclie enproche, 
dans 1 ’expression de cette inddterminde, les coefficients de X 0 , 
X,, ..., X/ t _ 2 . On n’anra ainsi besoin d’introduire dans les substi¬ 
tutions successives que les inddterminees X 0 , X,, X/ f _ 1? de 

sorte que, ces calculs faits, on ne verra reparattre dans la valeur 
de x 0 aucune des inddtermindes qui enontddjadtd dliminees. Cela 
posd, il est clair qu’en raisonnant d’une manidre analogue succes- 
sivement sur x 2 , x 3 , ..., on sera en dernier lieu conduit a faire 



soienl eles quantiles reclles. 

Passons maintenanl au theoreme que nous voulions etablir. 
Supposons qu’un polynome homogene quelconque du second 
degre a n i inddlermindes, /(«„, «i, • ••, w«), soil transform^ 
d’une premiere maniere en une somme de carrds affectes de coeffi¬ 
cients numeriques, par la substitution reelle 

u Q = a 0 b 0 sei k u x n , 

u x = a, x 0 -h b\ —t-- . k^x n . 

u n = a n x o +- b n X\ • •-+- k n x n , 

de sorte qu’on ait 

f(u Q , U 1, . . . , U n ) = E 0 xl -I- E| x\ -h 

Si l’on donne une seconde substitution egaleinent reelle 

Ko=A o X 0 -hB 0 Xi- t -...+ K J X /l , 
ii\ = A] Xu —l— B i X i -t—. .. -+- K i X/j, 


u n = A«X 0 4- B„ X, -+-... H- K„ X B , 

de laquelle resulte la transformation analogue 

f(uo, »«i. . • •, u n )= -ijuXj-f- r tl Xf-|-. .. + K) S XJ, 

il s’agit de prouver que le nombre des quantilds e, qui auront un 
signe donnd, sera egal au nombre de quantiles y|, qui auront aussi 
le meme signe. 

A cet effet, et pour fixer les idees, supposons negatives les quan¬ 
tity s e 0 , e», e/, et positives les suivantes e i+) , s /; . Sup¬ 

posons aussi que v) 0 , vp 7 )* soient ndgatifs, tandis que 
f\k+2, • • 7 ] /( serontpositifs. On aura d’abord, en dgalant enlre elles 
les deux expressions du polynome proposd /(m 0 ? 11 \ > • • • , Un)i 
Eo^o * 4 " e l a7 l ■+■ • • •-+- = 1)0 Xg -+- 7)! Xf 4-. . .-t- TJ/tX^, 

les variables dtant liees par ces I’elalions, 

a ,o Xq -+- bo X\ -+-... -+- /cq x n = Aq Xo H- Bq Xj -+-. .. -+- Kq X /l5 
a\ a? 0 -+- &\-+-••• -+- ki x n = A { X 0 B t Xi-f- K t X n , 








de l’autre ar Xl • • • Xi et , ' Vi+ - , Xn 

^ \j — e 0 \j — £ 1 /— e i v/ £ f-+-l 'J £ i-Mi 'J £ /j 

Remplagons de meme X 0 , X,, X* par - —r-z t - jhr -, •••> 

V — ’na V — v\i V — ^fc 

et X* +1 , X40, ..., X /t par •••» ■—=> on se trouvera 

V’bk- 1-1 V''U-M2 v 7 )* 


amene a la relation 

— x\ — x\ —. . . — or\ 4 - £cf +l - 4 - a ?? +2 4-... 4 - 27 ;, 
= — X;; — X?X|+ Xf . +1 4- Xl +2 4-. ..+ XL 


les variables x dependant des variables X, par les relations a coef¬ 
ficients reels 

«o b 0 kg 

- Xg -4- fl?i -t- . . . 4- — j = X n 

V— £ 0 V — £ l V £ H 


/—’lo /—T 

a, b , 

: ^0 

rX 0 


• Xi 4 


v/ — f-o 

Ai 

; 7 =^r 


v/=T 7 

B, 


/c, 

'AT* 

K, 


Xi4-. • .4- —j==. X„, 
’ll V 7 )/! 


r X 0 - 


b„ 

s/—^ 

B/, 

■/=H 




Or, en resolvant ces Equations par rapport anx inddlermindes x , 
on sera conduit a une substitution rdelle, telle que 


Xg = 0 C 0 Xo 4- Po Xj 4-. . . 4- 5Co X/,, 
= ot 4 Xo 4- Pi Xi 4-. . . 4-^1 X,,, 

37/,. = <X n Xg 4" P/ 1 X 1 4- ... 4" 1 X„, 


et l’impossibilitd d’une telle substitution a dtd ddmontrde prdcd- 
demment. Ajoutons encore que la resolution d’dquations dont il 
vient d’etre question n’est sujette k aucun cas d’impossibilitd ni 
d’inddter r ' ti n. i l’invariant du nolvnome propose 
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est different de zero, et si aucune des quantites e n’est nulle. 
Nommant, en efifel, d cet invariant, et S le determinant relatif aux 
equations (4), on aura, comme consequence de Vequalion 

/( « 0 , Hi, • • • > Hu) = £-o^u -+- Ei x\ e„r, 2 t , 


la relation 


d’ou il rdsulte Lien que S ne peut etre suppose nul. 

La proposition que nous venons de ddmontrer montre comment 
la distinction en diverses especes qui a dtd faite de poljnomes a trois 
indetermineies, au point de vue gdomdtrique de la distinction des 
diverses surfaces du second ordre qui sont douees de centre, peut 
s’dtendre a des polynomes a un nombre quelconque d’inddter- 
minees. Chaque espece de ces polynomes se trouvera definie par le 
nombre des carres qui se prdsenteront alfectds de coefficients positifs 
ou negatifs, lorsqu’on fera dvanouir les rectangles par une substi¬ 
tution reelle. Et la propridtd essentielle de cette classification con- 
sistera en ce que Lous les polynomes qu’on peut ddduire les tins 
des autres par des transformations lindaires a coefficients reels, 
offrironEtous le meme caractere specifique. Mais ces considerations 
vont recevoir une nouvelle et importante application dans la 
question suivante. 


V. — Sur la determination du nombre des racines rdelles des 
Equations numeriques qui sont comprises entre des limites 
donnees. 

Nous considererons une equation a coefficients rdels quel- 
conques de degrd n, F(£) = o, dontles racines, supposees inegales, 
seront designees par a, b, c, ..., k. Cela posd, soient t une in do ter¬ 
ming e reelle, et/le polynome homog^ne suivanl : 

/= ^(^ + a/ + a ! 3+...+ a' ! - 1 ^ 



T H E O IU E DES POLYNOMJSS HOMOGENES, 
nous etablii'ons cl’aloord cetle proposition : 

En reduisant f' ci une somme de carves par une s 
reelle (ou si Von veiit en. clier chant Vespece d laqm 
tient ce poly no me ) , le nonibre des carves ajfectesde 
positifs sera egal etu nombre des couples de racines it 
de Vequationpj'oposee, augmenledu nombre des vac 
qaisont plus grandes que t. 

Soit, pour* abreger, 

<p(£)= an-Cr + c 2 s-t-...-K' t - i P, 

on pourra bcrire /'de cetle manure, 

__ y-(a) _ y*(b) , <p-(k) 

T a — t~ x ~b-t~^'"~^k — V 

eldest bon lout cl’abord de remarquer que la presence 
imaginaires dans .1’ equation proposee n’empechera pa, 
cients de ce poly no me d’etre rbels. ElTectivement ces ra< 
etre conjuguees deux a deux, si Ton a a = a + (3/— i 
racine, b par exemple, aura pour expression b = a — 

, cs 2 («) <p 2 ( 6 ) 

les termes x — 1 -f -ou entrent ces racines, seron 

ci — t h — t ’ 

des quantilbs imag'inaires conjugudes de la forme A- 

A — B^/— i, dont la somme sera rbelle. 

Cela posb, il nous est ndcessaire d’btablir qu’en faiss 

cc H- ay -+■ a 2 z . .-t- a' l ~ l v = X, 
ac -t- by + 6 s ^+...+ b n ~ 1 v — Y, 

cc -4- ky -4- k‘ 2 z -4-... -t- /c" -1 v = V, 

on en tirera, sans impossibility ni inddterminalion, le 

y, s, . . expri mbes lindairemenl en X, Y, Z,- 

EfFeclivemenL ces bquations peuvent s’bcrire ainsi 




cjr, en egaiani uans les ueux memures ies uueuiciems ues meines 

puissances de C, on obtiendra les expressions lineaires dex,y, -S,_, 

en X, Y, Z, sans autres ddnominateurs que les quantiles F'(a), 
F '(b), .F'(/c), dont aucune ne s’evanouit, puisque par hypo- 
these liquation proposee n’a pas de racines dgales. 

Ce point dtabli, considerons en premier lieu le cas oil les racines 
<2, 6, c, .k seraienL toutes reelles. On pourra alors employer la 
substitution (i) pour reconnaitre l’esp^ce a laquelle appartient le 
polynome/, car, exprime en X, Y, Z, ..il devient 


- V*, 


et l’on voit que le nombre des carrds affectds de coefficients positifs 
est pr^cisdment 6gal au nombre des racines qui sont plus grandes 
que t. La proposition annoncee se trouve ainsi immddiatement 
ddmontree dans ce premier cas. 

Supposons, en second lieu, la presence d’un ou de plusieurs 
couples de racines imaginaires, et soient, pour fixer les id6es, 
a= a.-\- fi\J —i, b = a — ( 3 y/—i. Alors la substitution (i) n’csl 
plus a coefficients r^els, mais nous observons qu’elle le deviendra 
en mettant, au lieu de X et Y, X + Yy/—i et X—Y y/— i . 
Effectivement, au lieu des Equations cp {a)= X, cp(6) = Y, on aura 
les suivantes : 

<p(a)= <p(<* -H (3/“)= X+ Y/=Y, 
t(b) = T (« - = X - y/^T, 


et 1 ’on voit bien que les nouvelles inddtermindes X et Y seronl 
la partie r^elle et le coefficient de y/— i dans l’expression 
cp(a+[iy/—i). Semblablement, s’il se prdsente un autre couple 
de racines imaginaires conjugudes c et d, au lieu de poser cp(c) = Z, 
cp(o?) = U, on < 5 crira 

<p(c;=Z + Uy/=T, ? (d)=Z-U/T7. 

Cela pos£, effectuons, dans le polynome f, la substitution (i), 
modifi^e comme on vient de l’expliquer par rapport aux racines 


cas, autant de caiTes afTectds de coefficients positifs, qu’il y aura 
de racines moindres que /; ainsi nous n’avons plus a considerer 
que les termes correspondants aux racines imaginaires eonju- 
gudes. Soient a et b deux racines de cette espcce; les termes 

- JL — o'-(a) ■+■ deviendront, en elfectuant la substitu¬ 

tion, 

_x_(x^ Y/rr )>+ ^(x - V—) ! , 

expression susceptible d’une reduction remarquable. 

Soit en elFet—-— = ,o ( cos co + J —i sines), t dtant reel; t—— 

a — t ' v i 1 v , / ? ’ b — t 

sera la quantity conjuguee, a savoir - 1 = p(cos<p — \J — i sincp), 
et notre expression deviendra 

P [( C<55 2 Sl " 

+ P [ (cos l -/=7 sin S) (X - Y/—)] 5 

ou bien 

2p(Xcos|— Ysin^j —2p sin 2 + Y cos • 

Nous sorames done amends a cette conclusion, que la presence 
d’un couple de racines imaginaires conjugudes dans le polynome/ 
donne lieu a deux carrds clont 1 ’un est afTecld d’un coefficient 
positif, et 1 ’aulre d’un coefficient ndgatif, quel que soit t. Et en 
gdndral, si l’dquation proposde contient p. couples de racines ima¬ 
ginaires, les termes du polynome f qui contiennent ces racines 
donneront lieu a p. carrds afTectds de coefficients positifs et a 
p. carrds afTectds de coefficients ndgatifs. Le nombre lota! des 
carrds afTectds de coefficients positifs qui s’ofTriront pour caracld- 
riser l’espece a laquelle apparlientle polynome sera done, comme 
nous 1’avons annoned, le nombre de couples des racines imagi¬ 
naires augmentd du nombre des racines rdelles de l’dquation pro¬ 
posde qui sont plus grandes que t. 

Ddsignons par (t) ce nombre total des carrds afTectds de coeffi¬ 
cients nositifs, et reDrdsentons oar t n el h deux valeurs distinctes 



sont comprises entre les limites /„ eL t x . Mainlenant il ne nous 
reste plus que quelques mots a ajoutcr pour montrer que le poly- 
nomc / peut s’evaluer au moyen des coefficients de l’equation 
F(^) = o. Observons, a cet effet, que tous les coefficients de f sont 
de la forme 

a £ b l c l k‘ 

t — a t — b t — c '' ' t — k 


Or, en ddcomposant en fractions simples 


t 1 ?’n) 
F (O 


on prouvei'a 


t l F' ( t) 

"fvr 


b‘ 

t — b 


k‘ 

t - k 


n(«) ddsignant la partie entire. Si done on divise par 

F(i), et qu’on ddsigne par R le reste de la division, on aura prdci- 
sdment 

R _ a‘ b £ k‘ 

F (£) t — a t — 6 _1_ ’ ' ' t — k 


La quantite ddsignde par (t) se trouvera done en reduisant a 
une somme de carrds un polynome du second degrd entieremenl 
connu; mais cette determination des coefficients peut elre dvitde 
par l’analyse suivanle qui se fonde sur la proposition cldja ddmon- 
trde, que tous les polynomes ddduits de /, par des substitutions 
reelles, appartiennent a la raeme espece, e’est-a-dire qu’en les 
rdduisant d’une maniere quelconque a une somme de carrds, on 
arrivera toujours au meme nombre de carres affeetds de coefficients 
positifs ou ndgatifs. 

Soit 

F (0 = ^ + Pl 1 -+- P , + • • • + Pn = o, 


1 ’Equation proposde. Posons 

<t>(0 = x + cy-k*z+ 

nous ferons en premier lieu la substitution propre k rendre iden- 
tique, par rapport k l’inddterminde £, liquation 


VF( 0 . 
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puissances cle on determinerait ellectivement les valeurs de x , 
r, 3, en X, Y, Z, — Mais il suffit de remarquer qu’en mettanL 
a la place de £ les racincs a, .... k. on en tire les relations 

<p(a) =(a — t) cp(£) = (& — *) $(&), .. ., 

cd(/c) = (A-— n<t>(/r). 

II s’ensuit cjue le polynome /, que, pour abreger, nous dcrirons 
ainsi : 


se change par cette substitution dans le suivant 


le signe ^ indiquant la somme de Lous les termes relatifs aux 
diverses racines a, b, ..., k. 

Cette transformation obtenue, nous en ferons une seconde, en 
remplaqant X, Y, Z, ..., V, par des inddterminees cpi’il convient 
de representer ainsi : £ 0 , • ••, Cw-i? eL cela en posant 

l Y = ?;i— 3-+-A ) 2^n-t'+'- • Pn-V^Ol 

) Z = S/Z-3-+- Pi • •-+- Pn-zKoi 

u =Mo, 

V = £„• 


On arrive alors a cette consequence, que les fonctions lindaires 
<D(a), <$(&), . .., <D(/c), peuventchrc represents paries quotients 


f(q mi 

l — a £ — 6 ’ 


? — /c 


si, la division faite, on remplace dans 


chacun d’eux une puissance quelconque de telle que par 
l’inrlphprmin^p T: Nmmnnnl done. V 1 np scormrle rmanl’te analogue 




pourvu que, les divisions effectives, et apres avoir ordonne par 
rapport a on derive d’abord an lieu de £*', sans touclier 
d’ailleurs a l’inddterminde 'Q) puis, cette operation faite, qu’on 
remplace semblablement "Q 1 par aprds avoir ordonne par rap¬ 
port a Zj. 

Ceci bien compris, rien ne sera plus facile que de saisir les 
transformations successivement indiquees dans les Equations sui- 




= F(WO /■ V tzl _V LzSL\ 

Z-Z \Zd^-a Zd X!-a)' 

La derniere nous conduit & employer les relations bien connucs 




de sorte que le resultat de la substitution (.4) dans le polynome f 
se trouve reprdsentd par cette expression trds simple, et tic 
laquelle ont disparu les racines a , 6, ..., /r, savoir 

(*-E)F'(pF(i:')—(g-QF'tpFCQ 

C-C' 

Quelques applications suffiront au lecteur pour se rendre fami- 
liere cette mdtamorpbose curieuse d’une fonction entiere de deux 
variables Z, et "Q en un polynome homog&ne du second degre, el 
l’on verra sans peine un algorithme pratique, qui permet d’effec- 
tuer rapidement cette transmutation de la premiere expression 
_- 


expressions 


(<i-OF^)F(Q-(^-C)F'(nF([) 

C-C' 

dont les coefficients sont purement numeriques, et non pas sur 
l’expression gdndrale, contenant l’indeterminee t. A la vdrit<5, on 
trouverait de cette maniere (aprcs avoir fait disparaitre les rec¬ 
tangles des variables) les coefficients des carrds exprimes par des 
fonctions de t , dans lesquelles on pourmit substituer a posteriori 
les valeurs t 0 et t s ; mais l’opdration serait beaucoup plus embar- 
rassde et plus longue. 

Supposons, par exemple, qu’on veuille savoir combien de ra- 
cines de liquation 

^-3C + i = o 

sont comprises entre zdro et 1’unity On trouvera d’abord (sup¬ 
pression faite du facleur positif 3) que l’expression 

s-c 

donne le polynome quadratique k trois indOerminiies 

Ce poljnome pour t — o se rdduit a 

et, si l’on y fait t — i, il devient 

- 2 £ 0 2 - 3 £? - £ \ -t- 2 £, So-1- 4 K 1 K 2 = - (K 2 - 2£ 1) !2 -+- (0 - K 0)' 2 - 3 Vo • 

Dans le premier cas on obtient deux carrds affectes de coeffi¬ 
cients positifs, et aucun dans le second; ainsi : (o)= 2 , (i)= i; 
de sorte que le nombre des racines de l’dquation proposde qui sont 
comprises entre zdro et l’unit^, est dgal k t, difference des quan¬ 
tity (o') et Ob Observez enfin crue, nourune valeur de t infiniment 
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grande et positive, § se r^duit an polynome 
qu’on decompose aisement comme il suit : 



Done, comme on n’obtient aucun carrd afFecte de coefficient po- 
sitif, le nombre des racines de liquation proposde qui sont supe- 
rieures a l’infini, augment^ de la moitid du nombre des racines 
imaginaires, e’est-a-dire dvidemment le nombre des couples cle ces 
dernieres racines, se rdduit a z^ro. Ainsi liquation proposde a 
toutes ses racines reelles. 

Nous ne nous etendrons pas davantage sur les considerations 
prdeedentes, qui ont fait voir toute l’importance de ceLte opdraLion 
algebrique si simple et si eidmentaire, qui consiste a mettre un 
polynome homogene du second degrd sous la forme d’une somme 
de carr^s. Mais, ainsi que nous l’avons proniis en commengant, 
nous reviendrons, pour la completer, sur le mode particular de 
decomposition qui a dte donnd au paragraphe I. 

Considerons, par exemple, un polynome a quatre variables 
f(x,y, -2, o); wethode dont nous parlons conduit a un rdsultat 
de cette forme, 

s(x + ay+is + co)>, 

+ e'(/H- a' z h- b' v ) 2 , 

-+- e"(^ -+- a"zy-, 

H-e"V 2 , 

et, comme il importe surtout de connaitre les facteurs e, e', £ v , e w , 
dont les signes ddterminent l’espece du polynome, nous allons 
donner le moyen de les calculer directement. 

A cet effet, nous observons que l’invariant du second membre 
sera, d’apres les theordmes preeddemment dtablis, le produit se' s'V", 
multiplid par le carrd du determinant relatif aux fonctions 




cipal, qui est 1’unite. 

Nous pouvons ainsi regarder comme connu le produil ee's"e w . 
Cela pose, faisons dans 1’equation precedente v = o, un raisonne- 
ment tout semblable montrera que ee's" est l’invariant du poly- 
nome a trois variables f(x,y, 3, o). 

Continuons de meme en supposant p = o, z — o, puis enfin 
v — o, g=o, y = o, on trouvera succcssivcment que e, s' est 
I’invarianl de f{x } y, o, o) et e le coefficient de x-, dans Le polynome 
propose. Ces quatre coefficients pourront dtre calculus d’une ma- 
niere directe, comme nous 1’avons annonce. 

En general, soit f(x 0 , x,, un poljnome homogene a 

n + i indeterminees; nommons A; l’invariant du poljnome qu’on 
en deduil en annulant Loutes les indelermindes Xi +i , #t +2 , .. x n , 
et A 0 le coefficient de on trouvera par la melhode de decom¬ 
position en carres, dont nous nous occupons, le rbsullat suivant : 


A 0 A, " A,;_! A w _i 


les fonctions lindaires ajant cetLe forme, 

Xf= ax ^-H bxi +2 + .. kx n . 


ou a, b, .. k sonl dcs constantes rdelles. 

L’espece a laquelle appartient le poljnome / se ddlermine done 
directement d’apres le nombre des lermes positifs el ndgalifs de la 
suite 

i„, ii, .... -is-. 

A 0 Aj A /f —i 

ou, ce qui revient au mdme, d’apres le nombre dcs variations el 
des permanences de la suite 

I, A 0 , A t , A 2j A rt _), A„. 

C’est done de ces quanlitds que ddpend la determination de 1’ex¬ 
pression ddsignde tout a l’heure par (t) dans le polynome 


K-K' 


Relativement au premier de ces polynomes, on trouve ainsi que 


^2 

»-2 


i a _ V (a-bf- 

a — t’ 1 Zu (a— t){b — ()’ 

(a — by-{a — c ) 2 (b — c ) 2 
(a — t)(b — i){c — t) ’ ■'' 5 


le signe ^ representant la soinme des termes qu’on deduirait du 

premier en y faisant toutes les permutations des racines. Or ces 
formules sont pr^cis^ment les fonctions de M. Sturm, sous la forme 
que leur a donn^e M. Sylvester; de sorte que les considerations 
prec£dentes peuvent £tre considdrees comme donnant une demon¬ 
stration nouvelle du theoreme de ce cdlebre gcometre, demonstra¬ 
tion dont le principal caractere est de n’employer aucune conside¬ 
ration de continuite. 

A ces dernieres observations sur la reduction d’un polynome du 
second degre a une sorame de carrds, nous ajouterons un procedd 
donne parM. Moutcird, professeur a Paris, pour effectuer l’opcra- 
tion dans un cas ou la methode serait en defaut, par exemple s’il 
dtait question du polynome 

f — a xy -+- ficrz -+■ ~{yz 

dans lequel les caries des variables n’existent pas. On observe quo 
«/ = (oa?4- yz)(<xy-t- P«)— |3y 2 2 , 
et qu’on peut ensuite dcrire 

4(aa? -+- yz) (ay -+- fiz) = [a« -+- ay -t-(y -f- (3)s] 2 

— [«*— -+-(y — P)*! 2 , 

ce qui donne bien une decomposition du polynome propose en 
trois carres. Et l’on pourrait operer d’une manure semblable dans 
les cas analogues relatifs aun nombre quelconcjue d’indetermindes. 




SUR 


LE RAYON DE COURBURE 

DES COURBES GAUCHES. 


Nouvelles Aunales de Mathematiques, a e serie, t. V, 1866, p. 297. 


On donne dans l’enseignement un calcul un pea long pour 
ddduire de la fonnule 


p ds 

l’expression du carr^ de l’inverse du rayon de courbnre au moyen 
des coordonndes y, z el de l’arc s , savoir 


P ; 


[{dx d 2 y — dy d 2 x) 2 -+-(dy d 2 z — dz d 2 y)--h(dz d 2 x — dxd 2 z) 2 ], 


la variable ind^pendanle dtanl quelconque. On peut l’abrdger 
comme il suit. 

Soit pour un inslant 


e t faisons 


a 


dx 

ds 


. dy 


c 


dz 
ds 3 


b' = b -+- db, c' = c -+- dc , 


l’angle de conlingence dy sera donnd par la formule relative au 
sinus, savoir : 

sin 2 dy — {ab '— ba ’) 2 -\-{ac' — cal ) 2 -4 -{be ’— cb ') 2 ; 



expieb&iuxio 5 • • •• 

ab '— ba' — a(b -+- clb) — b(a -+- da ), 
— a db — b da , 

_ dx diL — -Z d — 

“ ds ds ds ds ’ 


et cette derniere expression donne lieu a la reduction suivante 

dee d-y ds — dy d 2 s dy d ^x ds — dx d"-s _ dx d'\y — dy d?-x ; 

T s df* ds ds 2 d^ ds - 


On a done par un calcul bien facile 


ab '— ba' = 


dx d ’ 1 y — dy d- x 
ds a 


et semblablemenl 


ac '— ca' — 


dx d > 


; — dz d‘ l x 
ds‘ A 


ds , 


be' — cb' 


dy d ’ 1 z — dz d 2 y } 

5P ~ ' 


d’ou suit, comme on voit, la formule annonede. 


SUR L’INTEGRALE 


Annali di Matematica, t. I (i e serie, 1867, p. i 55 ). 


L’inlegrale 


fi 


presente deux cas bien distincts, suivant 


que 1’exposant ni est pair 011 impair; dans le premier ; elle est 
transcendante, dans le second, simplemenl algebrique et de la 
forme P\/i — x' 2 , P 6tanl 1111 polynomc entier en x qu’on oblient 
ordinaircmcnt aa moyen du procdde de l’mlegration par parties, 
mais que Ton peul detennincr diflercmment el de maniere a micux 
mettre en evidence sa nature analylique. 

Jc chercherai cn premier lieu le degr6 de P, en developpanl 
suivanL les puissances decroissanles de la variable les deux 
membres de I’dqualion 


(0 


" x'" dx 
Vi—** 


Dans le premier, le lerme le plus <ilev<5 en x sera —^ 4— ? el dans 

_ m y — 1 

le second \J — 1 , si l’on fail P = c/.xV-A- oJxV~' -p.. de sorte 

que l’on a 

\x — m — r, 


el l’on oblient en m£me lemps la valour du coefficient a, savoir 


a 


Celafaitje poserai, pour oblenir P, 



Or, en ddveloppantle second membre suivant les puissances ascen- 
dantes de la variable, le premier terme donnera la serie infinie 


r = C f 1+ - X* -+- - 


2 .4.6... 2 n 


Quant au second terme — 1 f ■ ^ , il donnera dgalement 
Vi — ** 

naissance a une serie infinie, mais commengant dvidemment par 
la puissance x m+i . Comme P est un polynome fini du degrd m — i, 
il est clair qu’en posant m — i = i n, 1’efFet de ce second terme 

doit £tre de d^truire tous ceux de la serie - - venant apres 

y i — x 2 

i .3.5.. . 2 n — i „„ ,, , , 

-—;- x - u , d ou cette conclusion : 

2. 4 . b... 2 n 1 

Dans V equation (i), le poly no me P est, a un facte ur constant 
pres, [Vensemble des premiers termes du developpe merit de 

(i— x-) 5 , jusqu’au terme en x-' 1 , suivant les puissances 
ascendantes de la variable. 


Pour determiner le facte ur constant C, il suffira de profiter de 
la remarque faite tout k l’lieure que a =-on devra done poser 


d’ou 


;. t \. (i... 2 n 


i 2 . 42 n 

m i.3. 5 ... 2 n — i 


J’observerai enfin que liquation (i) differentiae donne 
riP 

x (i — x-) — Pa-, 
ax ^ ' ’ 


d’ou l’on tire ais^ment une equation lindaire du second ordre sans 
second membre, car il suffit de diffdrentier une seconde fois, puis 

d’el ner 1ft Iftrmp ind<inpnflnnl Hp P pt Hp cp 


*•(1 


]X \-JZ + 0~' )xP -- 


Cette equation est verifiie en posant P = ——!— ainsi, en 

partageant d’une maniere quelconque Le developpement or- 
donne suivant les puissances croissantes de x de la serie 
_ 1 

(1 — x' 1 ) ", les deux parties satisfont d une mime equation du 
second ordre. 

J’arrive an cas de m pair dans l’integrale f ~ ~ clr - - el je pose 

J y/i — x* 

alors 


(*) 



= designant une constante et |il un nouveau polynome, coramen- 
Qant comme tout k l’heure par le terme — Je lLajoule pas 

de consLante, le second membre devantilre comme le premier une 
fonction impaire de la variable. La grande difference de nature 
analylique des relations (i) et ( 2 ) va se manifester & l’igard des 
polynomes P eL fl, car, en opirant absolument comme plus haul, 
on oblient cetLe conclusion : 

Dans V equation ( 2 ) le polynome 1 est, dun facie ur pres, 
l’ensemble des premiers termes dii diveloppement de la Jonc- 

lion transcendante jusqu’au terme en x' ln ~\ suivant 

les puissances ciscendantes de la variable . 


Ce diveloppement bien connu, et que donne immidialeinenl 
Liquation 

dy . ,, 

25 = 


a it. sin.r 




2.4. 6 /i — % „ 

~- x ln- 

3. 3 . 7 ... 2 n — I 



conduit, en faisant m — in, a 1 expression suivante 


V=- 


a-4-B- 

3.5.7. 


2 n — ■2 
2 n — i 


Et en meme temps on arrive a la determination de e ( 

2.4.6.. . 2 n — 2 _ 1 1 

3 . 5.7 .. . 2 n — 1 ~ m ~ 2 ji , 

d’ou 

1 . 3 . 5 . . . 2 n — 1 

e -- , 

2 4 • < 5 ... 2 n 


c’est-a-dire, precisement, le coefficient de x- n dans 1 
_ .1 

ment considere plus haut (1 — x-) 

On tire aisement de ce dernier r^sultat la proposilii 


En designant par F(x) un poly no me entie 

g¥{x)cloc , . , 

J ■ — sera de la forme 


— x*-h e 


h 


designant aussi un poly no me enlier, et le coe 
la par tie transcendante s’obtiendra en calculant le 
pendant de x dans le developpement de Vexpressio 


F(x) 


suivant lespuissances decroissantes de la variable. 

Mais on peut le ddmonlrer immediatement en 

d’abord que l’on a evidemment C e t 

J_ i sj 1 — x 2 ’ 


lWgrale diifinie 2 peu i s’oblenir ei 

F{z)dz , . -1 

—-j -» clecrivant un cercle de rayon infini, ayanl s< 

1 ongine. II faut, a cet efFet, developper suivant les 
decroissantes de z 1’expression proposee 


Or, F(s) etant un polynome enlier, la quantile F(.s)^i— 

ne renferme qu’un nombre fini de puissances positives, et, en 
ddsignant par p le lerme inddpendant de la variable dans cette 
quantite, l’integrale cherchde se rdduira simplement a celle-ci, 



de sorte que l’on a bien p = e. 

On arriverait enfin au rdsuliat, par une voie purement alge- 
brique et tres simple, en partant de Pdgalild 

r F (x) dx ,-- C dx 

J V i — J y/1 — a? 2 

II suffit en effet de difl'drentier, de ddvelopper ensuite les deux 
membres suivant les puissances ddcroissantes de la variable, et de 

comparer les termes en 



SUR 


LE DEVELOP PEMENT EN SERIE 

DES INTfiGRALES ELLJPTIQUES 

DE PREMIERE ET DE SEGONDE ESPECE. 


Annali di Matematica, t. II (a e serie, 1868, p. 97J. 
(Extrait d’une lettre h Brioschi.) 


Au lieu d’effectuer suivantles puissances ascendantes de la \ 
riable x le d^veloppement des quantitds 


- k- x-) 


f" x dx r k-x*d 

Jo - * s ;(i — k*x* J 0 (7- 

je poserai dans ce qui va suivre 

f — - - = J{i — x-) (1 — k-x-) 'V « a x -'‘+ l , 

J 0 VO — —k'^x 1 ) 

f dx ==. =Vi 1 - h t- ***•- j • 

./o v (i — — ^ 


Be cette maniere on obtient pour les coefficients a n el c 
polynomes rationnels et entiers par rapport au module, dont vo 
quelques propria t£s. 

En premier lieu, reduisons a un terme algdbrique, et aux foi 

tl’nns rift nrfiiniprp Pt dp cppnndp pcru^pp l’inf/So-ralp 


n posant cette egalite, ou 1 exposanl n est entier, P un polynome 
entier en x , A et B des constantes, savoir : 




C /c -dx 
- x -) (1 — k* x ' 1 


: = P /([ — X % ){ I — A-X-) 

I 

r' - . . dr — 

J 0 \A 1 — x ’ i ) (' — k-x-) 

,, /** k^x-dx 

-+- B / - - 

J 0 y/(1 — x' 1 ) (1 — k* x 2 

A = P> n , B = a n . 


Une seconde propridtd consiste en ce que les polynomes a n et ( 3 * 
5 onl les denominateurs et numdraleurs des rdduites de la fraction 
ontinue ( f ) 

k* 


2(1 -+- /c 2 )- 


9/f 2 


4(i-i- k-)— ■ 


■r)k* 


(i([ -H Z.' 2 )- 


4 f)/r- 




reprdsentant le quotient 

f'' k'-x'-dx 

J t) /1 1 - k ' 1 x-) 


l ^~ 


• x i ){i -- k-x-) 


Introduisons, au lieu du module, la quantity kj =2e, et 
posons 

k" A n 


3.5. . . ‘A /£ -h I 


?.-=r 


(') Cctle assertion n’est exaclc qu’i des f'actcurs 

P» 


dtisigne par I 


n i6mo r( iduile, on ; 


irndriques pres. Si l’on 


P„ = 


P„, 


. j. 5... 2 a -+- 



cm,, 


clA. n 

dt 


■ ■m(n - 4 - i) B n — 


et euJin les deux equations simultan^es lindaires que voici 


L =(r-e s )- 


dBn 

dt 




d*k n 


d B„ 
z ~dT 

d\ n 


- (n + i)JB„, 
• n(n -+- 2) k n . 



DU 


MODULE DES TRANSCENDANTES ELUPTIQUES 

EN FONCTION DU QUOTIENT DES DEUX PERIODES. 


Annali di Matemcitica, t. Ill (a c serie, 1869, p. 8r). 


On sail qu’en posant 


on a pour le module k 2 = /(o>) ceLLe expression, 


•} e ilZM -t- >. -1- 'i c ,IJ * TO * 3 -1-. .. 


oil la variable w enlre sous forme Iransceiulanle, et j’ai observe 
ailleurs qu’en appliquanL la fonnide de Maclaurin a la quantity 
pour oblenir un ddvcloppemenl algdbrique par rapport 
a w, les coefficients au lieu d’etre ralionnels, comme dans les 
diverses series dldmcnlaires sinco, cosw, log(i +w), conliendronl 
la transcendante numdrique 


r~ <*P 

J 0 \/i — y sin^cp 

M’dtant propose de calculer les premiers Lermes, j’ai did conduit it 
un autre ddveloppemenl dgalement algdbrique, mais ob les coeffi¬ 
cients sont purement rationnels, comme on va voir. 



§ 29 , et ou I’on fait 


K' = J ^ t -+- 


/*' ck 

5 --< 7 v 


K = 


\/i — TSin*«p 
5 s . 9 *.y 8 


2.4.6.8 a. 4 •6 • 8 • 10 • 1 '*■ 

3 2 .^ 3 -. 7 2 . 


2.4.6 
5 -.q'* 


1. 4.6.8.10 

5 2 .9 2 .? fi 


’ 2.4.6.8 2.4.6.8.10.12 


__ JL (9 
2 J \ 2 ‘ 


2.4.6 2.4-6.8.io 


j’en d^duis 

q 3 *.q 3 3 2 -7 -.q° 

2 2.4.6 ""*"2.4.6.10 ' _ 2 J 2 K ( — K 2 J 2 to i ^ 

qi b-.q'* 5 ' 2 .9--<7° Tt K'-+- K Tt w + i 

1 2.4 " + " 2.4.6.8 " + " 2.4.6.8.10.12 ~ r " ‘ ' ‘ 


et, le retour des suites donnant la valeur de cj , on trouvera cette 
expression ou les coefficients sont tous rationnels, savoir : 

a- 2 =-— (?* 

2 \ Tt (0 -+- l / \ It O) -i - l J 

1 3 / 2J 2 to — i y 3 / 2J 2 CO — f~ y 
1 5 \ Tt to —i— 1 / 5 \ Tt to -1 - ij 


Faisant pour un instant 



on aura done 


/(-■ 


2 J 2 -+- tc£ 
2J 2 — Tt£ 




el la s^rie en £ du second membre aura cette propridtd, qu’en y 
changeant £ en ou a et b sont entiers, la nouvelle s6rie 

ainsi obtenue sera litSe a la premiere par une Equation algebrique, 
cette relation entre les deux series £tant liquation modulaire pour la 
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au cas le plus simple ou I’on suppose a= 1, 6 = 1, donne pour 
consequence que le ddveloppement suivant les puissances de £ de 
l’expression 

, -4* s *' a 
1 -+■ 4/-'4" 

ne contient que les termes dont l’exposant est = 2mod4- 



SUR L’INTEGRALE £ 


dx 


Annali di Matemalica, t. Ill (2® serie, i86g, p. 83 ). 


En supposant le radical y/ 1 — x- pris avec le signe +, on prouve 
aisdment queJ’oAa la valeur 


L 


dx 

(a — x)\J\ — x- 


y/a*— r 


le second membre ayant le meme signe qae a donl la valeur 
absolue doit £tre supdrieure k l’unitd. Mais ce rdsultat suppose a 
r£el, et, si l’on fait en general a=. A-h By/ — 1, le signe du radical 
y /a 2 ~ 1 se determine par la condition qu’en posant 


b^-r, 


a et A aient le m&me signe, ou encore que b et B soient de signes 
contraires, I’une de ces conditions entrainant l’autre. 



SUR LA TRANSCENDANTE E.. 


Annali di Matematica, t. Ill (2 e serie. 1869, p. 83 ). 


En posant avec Cauchy 

e« I 

E n = —z -/ sin 2 ' l o) cos(ecosto)afto, 

3.5.7.. .an —1 kJ 0 ’ 

Pinldgrale definie qui figure dans cetle expression < 3 tant la trans- 
cendante de Bessel, on trouve, lorsque n esl un grand^nombre, la 
valeur limite que voici. Posons 



SUR L’INTEGRALE s :;-. 


Bulletin des Sciences mathematigues, t. I (1870, p. 320). 


f( \ — r +1 sing dx 
J 1 — xx cosa -1- x-’ 


il est d’abord aisd de voir que l’on a 


/(« -+- it) =—/(«); 


car, en faisant, dans l’expression 




la substitution x =— nous obtiendrons sur-le-cbamp 


C sma 

- 71 ) = - / - 

1 . i — a C co 


75 =-/(«)• 


La fonction/(a) est done periodique, etil suffit, pour en obt 
la valeur generale, de la determiner en supposant a compris e 
zero et tc. Faisant a cel effet 


ce qui donnera 


sin a dx du 


1 — 4 xx cosa -1- x 2 1 ■+■ u- 


nous ecrirons 


de sorte que, dans le second membre, les deux integrates repre¬ 
sented les arcs les plus petils, renfermes entre— ^ et -f- ayant 
respectivement pour tangentes les qualities 


= tang - 


Or, a etant moindre que it par hypoth^se, la premiere integrate 
sera par consequent mais la seconde aura poor valeur 1’arc - M 
diminue de tc, c’esl-a-dire --nous aurons done 


/(*)=,£ 


entre les limites indiquees pour la variable a. Maintenant la 
relation 

/(a -t- ic) = —/( a) 

donne cette consequence cpie, entre les limites-rret 2tc, /(a) a pour 
valeur — de sorte que nous nous Lrouvons amene a l’expression 
analytique, par une integrale debnie, d’une fonction discontinue 
egale a + - ou — selon que la variable eslrenferm.ee entre 2/itt 
et (an -f- i)tc, ou entre les limiles(2/i— i)tt el 2 /itt, n etant un 
nombre quelconque. 

On voit done comment on peut etre amene, par les conside¬ 
rations les plos elementaires du calcul integral, a la consideration 
si importanle en Analyse des fonctions discontinues, et j’ajoule 
que l’expression en sdrie trigonometrique de cette fonction par- 
Liculiere qui s’est ainsi offerte se lire facilement de I’integrale 
definie. 

II suffit, en effet, d’employer ce developpement connu, savoir : 

-- = sina-t-aysmsaH- a ? 2 sin 3 a + ... x' L - { sin n a .. f 

i — %x cos a -+- x % 


et. d’observer qu’on a 
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suivant que n esL pair ou impair, pour parvenir au resullat q 
donnerait la formule cle Fourier, savoir : 


. sin a dx ( . 

/(«)= / -r =‘A si 

J J j 1 — ix cosa -t- x- \ 


sin 3 a 
___ - 


sin 5 a 
~ 5 ~ ' 


II serait meme possible d’dtablir la convergence cle la sdrie, 

limitanl le developpement de la fonclion--- a se; 

11 1 — 'ix cos a h- x- 

prenders lermes, et considerant le resle qu’on trouvera sous ce 

forme, savoir : 


d • / ^ f « n dx . r 

sin(/i-f-i)a / -—sinna / — 

1 — ix cosa -1- x* J _ 1 1- 


mais je ne m’y arreterai point. 

Une autre integrale d^finie eldmentaire conduit encore a 
meme fonction discontinue, c’est celle-ci : 

r +1 dx 

J_, (a ——.r*’ 


dontla valeur est _ 11. ... r ou- ■_ 1! . , suivant que la constante 

\/ a- — 1 /a-— 1 

qui, en valeur absolue, doit £tre supposde supdrieure a I’unild, 
positive ou negative. II en rdsulle, si l’on fail a~ qu’on 


jf 


L t (1- 


suivant cjue sina est positif ou ndgalif; mais celle expression 
diff&re pas au fond de celle dont nous venons de nous occuper, 1 

s’y ramene en elTet par la substitution x = j^~;> c[ui serlen g< 5 n< 

a l’int^gralion des radicaux de la forme \J 1 — x-. Sous une foi 
ou sous 1’autre, le passage brusque de /(a) d’une valeur m 

5 4- ou — semble moins cach£ dans l’integrale que dan 

serin irme: ear. en snnnnsanh r/ infiniment nelil e 



q U i 5 a la limite supdrieure # = i, rendenl les integrates infini 
c'est du moins par l’intermddiaire de cette forme, duproduit d’l 
quantite infinimenl petite par une quantite infiniment grande, c 
se trouve rdalisd le passage brusque d’une valeur nulle auneval 
finie. 

J e remarque enfin qu’on a 


./'(a) 


•It 


1 cosa(i -+- .r 2 )— -xx 


- X '- 2 ) 2 


?= /__i-g C osa \ 

\i — cosa -+- ir 2 / 


etl’integraleestnulle, engeneral, puisquelafonedon- 1 
prend lameme valeur aux dcuxlimites; toutefois, pour cosa ==d 
elle est infinie, l’expression a intdgrer entre les limites + i et ■ 

dtant q ± — • 


LA CONSTRUCTION GfiOMETRIQUE 

DE INEQUATION 

RELATIVE A L’ADDITION DES 1NTEGRALES ELLIPTIQUES 

DE PREMIERE ESPfiCE. 


Bulletin des Sciences mathematiques, t. II (1871, p. 


La premiere construction connue cle cetlc equation et qui a etc 
donnde par Lagrange res like du rapprochement de la relation 

cos am a — cos am {x -a) cos ama: + sin am(a’ + a)sinann'Aam a 

avec la formule fondamentale de la trigonometric sphcriquc. On 
en deduit aussi line construction plane en posant 

\ = cosamfa; -1- a), 

Y = sin am (x -1- a ), 

et determinant les points de rencontre de la droite 
cos am a = X cos am a? -t- Y sin amxA am a 

avec le cercle 

X- h- Y- — 1. 

Cette droite est une tangente a 1’ellipse 
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clont les axes ont pour valeurs 

A = cosanifl!. 


cos am a 
iaina 


am (K — a). 


Ayant done consiruit cetie ellipse ainsi que le cercle, l’un des 
points d’intersection aura pour coordonndes 

X = cosam(a? -+- a), 

Y = sin am (x -+- a) 

et I’autre, en remarquant que liquation de la droite ne change 
point si 1’on change a en — «, les quantity 

X 0 = cosam (x — «), 

Y 0 = sin am (x — a). 

On voit clone qu’en menant I’une des deux tangentes a i’ellipse 
par le point 

X 0 = cosain(a? — a), 

Y 0 = sin am (x — a), 

cette construction donnera cl’abord celui-ci 
X = cosam (x -+- a), 

Y = sin am (x -+- a), 

puis, en continuant dans le meine sens, 

X t = cos am (a? H- 3 a), 

Y t = sin am (x -+- 3 a ); 

et, en ghndral, le n i6mu cold du polygone inscrit au cercle et cir- 
conscrit k l’ellipse concluira k la construction des quantity 

cosam \x -+- (v>./i •+■ i)«], 
sin am. [a: + (2/H-i)fl]. 



5oo 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


Ces resultats pourraient, sans doute, se d^montrer directement, 
en determinant, sur la figure, le rapport des variations des coor- 
donndes des points de rencontre, avec le cercle, de deux tangentes 
infiniment voisines, mais je ne m’y amHerai point, mutant seu- 
lement propose de rapprocher l’une de l’autre deux constructions 
geometriques de natures bien diff^rentes. 



SUR 


Elimination des fonctions arbitraires o. 


Cow's d’Analyse de I’&cole Poly technique, i 8 y 3 , p. 2x5-229. 
Paris, Gauthier-Villars. 


I. C’est a l’egai’d des fonciions de plusieurs variables que se 
prdsente la question de la formation des Equations aux differences 
partielles, c’est-a-dire des relations cntre line fonction z, les va¬ 
luables x, y, ..., et les deidvdes partielles des divers ordres 

~T~i’ f Z '» • • “ Considdrant d’abord deux variables seule- 
dx dy dar- dx dy 

ment, le premier point de vue sous lequel nous l’envisageons est 
celui qui s’oflre dans l’etude des cones, des cylindres, des surfaces 
de revolution, etc. C’est en effet la definition geometrique d'une 
famille de surfaces par un certain mode de generation qui conduit 
a definir analytiquement une fonction z de x et y par le syst^me 
de deux equations 

( tp(r, y, z, a, A, B, . . ., L)= 0, 

I y, z, a, A, B, ..., L) = o, 

011 entrent un parametre variable a et un nombre quelconque 11 de 
fonctions arbitraires dc a, representees par A, B, ..., L. Obtenir 
une equation aux differences partielles, k laquelle satisfasse la 


( l ) ITermite a consacrd en 1872 deux articles & celte question, que l’on trou- 
vcra dans le Report of the British Association, t. XLII, p. 233 , et dans le 
Messenger of Mathematics, l. II, p. 69. Nous croyons inutile de les reproduire, 
Herm'fo ava t. drive Inn nr 5 , non dm v IV n Ips dans son Hours d' Analyse de 1 ‘Ecole 


question analogue a ceiie qui nous a preceaemment conduit a la 
formation d’une equation diflerenlielle ordinaire d’ordre n. 

A cet effet, j’ohserve en premier lieu que les relations donnees 
permettent de considered ety corame des fonclions de z dont les 
derivees successives 


x' 


dx 

dz 


d-x 

~d£*' 


dv 




dz 


y 


d\r 

dz* ’ 


s’obtiendront, soit directement si l’on peut avoir x ety explicite- 
ment exprimes en z, soit par les regies relatives aux fonclions 
impliciles. 

Dans ce dernier cas, nous aurons d’abord 


(a) 

puis 


( 3 ) 


do , 
dx ’ 
d i , 
dx X ' 


do 

Xy?- 

d'b 


dy 


y 


dy 
Tz : 
d^ 


dy 
dx a 


‘ dy J 


- dy 




i db ,, db „ d 1 b 

X -+- y -i_ —L 
| dx dy dx 1 

dx dz 


d- ^ 


dy' 


y 



dy dz 


et ainsi de suite. 

En second lieu, je remarque que 


etant la function qui resulte de l'eliminalion du parametre a, on 
reproduira identiquement la quantite z si l’on j remplace x ety 
par les valeurs que I’on lire de la resolution des equations (i), car 
aulrement ce serait de deux relations conclure une troisi^rne qui 



l’esalite suivante 


: ', dz / 

■ x ■+• “7— V — i - 

7 d f 


la seconde et la troisieme celles-ci : 


1 _ dx 1 X X " ^ da 


d-z , „ , „ d 1 z , ~ 

— { x r + yx) +— r j,- 


J d 3 z d 3 z , , d 3 z d 3 z 

[ dx 3 dx ' 1 dy dx dy- dy 3 

Les quanlites x', x\ x"', y', y ", y'" doivenL £tre remplacdes par 
leurs valeurs en foncdons de z, ou dliinindes aa moyen des rela¬ 
tions (a), ( 3 ), .... En continuant les m 6 mes calculs jusqu’a la 
ddrivee d’ordre n, on parviendra a un systeme de n Equatio ns ou 
les derivees partielles de l’ordre le plus elevb seront dvidemment 

d*z d n z d" z 

clx a dx n ~ l dy dy ' 1 

et, en y joignant les deux relations proposes, il sera possible 
d’effectuer l’elimination du param^tre a et des n fonctions arbi- 


c’est le rdsultat cherche, qui est ainsi une Equation aux differences 
partielles d’ordre n. Dans le cas le plus simple de n — i, lorsqu’il 
n’existe qu’une seule fonction arbitraire, cette Equation aux diffe¬ 
rences partielles s’obtient immediatement en resolvanl par rapport 
a a et a A les equations 

c o(x, y, 3 , a, A) = o, 

<\>(x, y, z, a, A) = o. 


Ayant en effet 


a = cP(x, y, z), 


et le resultat dc rumination de x' et y' entre ces Aquatic 
l’equation (4) est immddiatementdonn£ en dgalant h. Z(6ro le < 
minant 


dz 

d<$> 

d^V 

dx 

dx 

dx 

dz 

d<P 

dy 

dy 

dy 

dy 


dy 

dy 

~~ 1 

dz 

dz 


II. Soit, pour premier exeniple, les equations 
x — mz -+- a, 
y = nz -f- A, 


qui representenl la g£n£ratrice d’un cylindrc, nous aurons 


dz 

dx 


A = 


dz 

dy 


o 


o 


i — m — a 


dz dz 

-j— n —— 
dx dy 


l’equation aux differences partielles des siu'faces cylindriqu 
done 


La ligne droite 


dz dz 
1 dx >l dy 1 “ 


x — x a = a (z — ^ 0 ), 


y-y a = k(z- z a ) 


esl la generatrice d’un c6ne; on trouve alors 


dz f 

dx z — z 0 
dz 

0 

_ X — x 0 

1 (* — *o) 2 


0 


y—y n 

(* —-So ) 1 


( x ~ x o)-T- -+-(r-7u) 


dz 


{z — Z o ) 2 


surfaces coniques 


. . clz . dz 

(■ 1 n ^<■ y ~'> T y = *~ • 


Les surfaces de revolution sont engendrdes par la circonfe- 
rence 

(37 — a; 0 ) 2 + ( y — fo ) 2 -h (z — ) 2 = a, 

ax -+- by H- cz — A, 


ce qui nous donnera 


A = 


dz_ 

dx 

dz 

dy 


a 

b 


et par consequent l’dqnation aux differences partielles 
[c(y-ro)-b(z-z ii )\ c ^ 

+-[a{z — z ti )— c(x — = b(x — x 0 )— a(y~ y Q ). 

Les conoides enfin ont pour g-eneratrice la ligne droite 
x — mz — p — a ( y — nz — q ) = o, 
ax -+- by -f- cz = A, 

qui se meut parallelement au plan fixe ax + by + cz = o, et 
rencontre la droite 

x — mz -+-p, 
y = nz -+.q. 

L’dquation aux differences partielles se prdsente done sous la 
forme 

(a, |^_( n 6 + c )^l + / ia^ : + aj 

H-(7- nz-q) [ ~mb~-(ma + c) ~ + b] = o, 
qui devient plus simplement 


uLuacuL a i cuuuurtuuu uc ueuiA. et ue irois luueuous armiraires. 
Soient, en premier, les Equations 

x — mz — p — A.(z — a), 
y — nz — q = B(z — ct), 

representant une droile qai rencontre dans toutes les positions la 
droite fixe 

x = mz p, 
y=nz-+- q. 

Nous trouverons d’abord 

y = B+/i, y" = o, 
x — A -l- m, x" = o, 

et, observant ensuile que 

{y — nz ~ b) A —(»-nu-/))B = o 1 
nous en conclurons 


(/'— n) A —(a?'— ni) B = o 


et, en 4liminant^ ? 

(y — nz — q)x — (x— mz — p)y' = m( y — q)— n(x — p), 
ou bien 


vx — uy = up , 


si l’on pose, pour abr^ger, 


u = x — mz — p, 
v = y~ nz — q, 


y = m (y q )— n (x — p). 


Ayant d’ailleurs 

il en r^sulte ces valeurs 


dz , dz , 

di x ^-d y r = '' 


dz 
dy 1 


dz 



parlielles 


d 2 


k{ u + 


dz 

' dy V 


d 2 z ( dz \ 2 

■d^K~d^ w ) “°' 


Elle se simplifie si l’on suppose m = o, p = o, n — o, q = o, de 
sorte que la droite fixe soit l’axe des z, et devient 


d- z d-z d 2 z 

-y—r X 2 -+- 2 - y— xy H - =— y 1 — o. 

f/.r 2 c/.r dy J dv-i J 


dy- 


Les surfaces gaudies a plan directeur ayant pour gdn^ratrice 
a droite 

ax -+- by + C 2 = a, 
x = Az -t- B, 


parallele a un plan fixe 


ax -h by -+- cz — o, 

conduisent au calcul suivant. 

Nous aurons d’abord 


puis 


ax'- 1- by'- f- c = o, x' = A., 
x" = o, j" = o, 


de sorte que l’dquation (5) devient 


rfsy fJ _ #.s 

dx 2 X ^ ote dy 


x' y'-h 


d 2 z 
dy 2 7 


'2 = 0 . 


Cela dtant, les deux relations 
by' — — c, 


-j- x H-- v = i 


b 

dy 


dz 



donnent 




Lorscjue le plan directeur est le plan des yz, il faut supposer 
6 = o, c = o, et l’on a simpiement = o; r^sultat evident a 
priori, P elimination de a donnant pour z un binome du premier 
degre eny. 

Ce sont enfin les surfaces reglees dont la gdndiralrice a pour 
equations 

ar = Aa-hB, y — a.z -t- c, 

qui serviront d’exemple d’dlimination de trois fonclions arbilraires. 
Or, ayant dans ce cas 

a?'=A, x" = o, x'"—o, 

y =*, y=<>, y m =o, 

les equations (5) ct (6) de la page 5o3 donnent sur-le-cliamp 

d-z A 2 d' 1 z A d' l z 

dec 2 a- dx dy a ^ dy- 0l 

<s? 3 z A 3 A 2 c / 3 z A r / 3 z 

<rte 3 a 3 <Ar 2 dy a- dx dy 2 a c (^ 3 ’ 

de sorte qu’en faisant pour un instant 



dx % 

liquation aux differences partielles du troisieme ordre sera 

d z z d 3 z d*z d s z 

-y-r. W 3 -r 3 -7 - , to 2 3 —-r—- to -+- , = O. 

dx i dx 1 dy dx dy 1 dy i 

IV. La consideration des surfaces enveloppes, oil s’oflre un 
mode de generation entierement different des precedents, conduit 
en Analyse & definir une fonction z de x ety par deux equations 
contenant un parametre variable a et dont l’une est la derivde 


s’exprimenl ainsi : 

(i) f(x,y, z, a, A, B, L) = o, 

, df(x, y, z, a, A, B, . . L') __ 

da ~ ’ 

et nous nous proposerons encore de former, entre la fonction et 
les variables independantes, une Equation aux differences partielles 
qui subsiste quelles que soienL ces fonclions. 

A. cet effet, je congois que x et y soient determines par les 
equations (i) et ( 2 ) en fonction cle z > de maniere a avoir toujours 
les relations obtenues page 5o3 

dz . dz , 

-T-cc. H-=— y — I — o. 

dx dy J 

dz dz d 1 z . d-z d-z , 

d^ X ^df? ^ dx^ X " + ~'' dxdy x y ~dy- 7 * = 


mais je procederai differemment pour calculcr les derivecs x ! = 
f 1 '= •• en mettant a profit une circonstance importante qui 

s’off're lorsqu’on veut tirer de ces equations les ddrivecs partielles 
et Differentiant pour cela la premiere par rapport a x, en 
supposant a fonction de x, y } z, il vient 

df d£dz_ df da _ 

dx dz dx da dx ’ 

ou simplement, d’apres l’equation ( 2 ), 

df + dfd f = q 

dx dz dx ’ 
et l’on obtiendrait de m^me 

df df dz _ 

~dy "dz Uy ~ 

Or nous n’avons plus dans ces relations les derivdes des fonc- 
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A, B, L, en observant que par exemple, elant une fonc- 

tion enticement determinee de x et y, que j’appellerai pour un 
moment 8(a?, j), on aura 

cl 0 rfO , c?0 , 
dz ~~ dec X dy ^ ’ 

d’oii l’on voit qu’on devra ecrire 


et pareillement 


^ \clx) _ d 2 z 
dz dx- 


d*s , 
dx dy ^ ’ 


l cly I d- z , d' 1 z , 

dz ~ d.r dy X " + " dy - ^ ' 


D’aprC cela, en reprCentant les dCiv^es partieiles du premier et 
du second ordre par />, q , r, s , t , afin d’abr^ger i’dcriture, nous 
aurons, pour determiner x ! et ces deux Equations 


d>f , 

dx* x ^ 


dx dy 


d 1 f 
dx dz 


l d 2 f , d*f , d*f\ df. , 


d*f _ 

dx dy'*' _r ~ dy 
\ dx dz 


d' x f , 
— 7,7 - 


d\r 

d y clz 


<1* /' 

* dy dz 


d*r\ 




-+-«/) = o; 


et il est clair qu’en continuant de dill'Centier par rapport a. z, on 
formera de proche en proclie les dCivCs de x et y jusqu’a un 
ordre quelconque n — i, avec cette circonstance que les derivoes 
partieiles de z jusqu’a l’ordre n seront introduces dans lours 
expressions. II en resulte qu’en les substituant dans les relations 
(4), (5), (6), ..de la page 5o3, on sera conduit a un systeme de 
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effectuer 1’elimination da parametre et de n fonctions arbitraires; 
c’estle resultat cherche, qui est ainsi une Equation aux differences 
partielles d’ordre n. 

Nous allons en faire l’application a deux exempies tirEs de la 
GEomEtrie, apres avoir remarque que les Equations ci-dessus, en 
x‘ ety, jointes a la relation (4) de la page 5o3, savoir 

px' -+- qy' — 1 = o, 


donnent, par 1’Elimination de x' et y', la condition A = 
le determinant du systEme suivant 


d'V 


d f r 

d*f 

, d*f 

dx 2 

, n , 

dx dz^ 

dz 

dx dy 

dx dz 

d\f 

d 1 f 

df s 

d\f 

d*f 

dx dy 

^lyrzP^ 

Tiz 

dy ' 1 

+ dy dz 

d\f 

-U d ' 2 f n 


d'f 

^ d l f 

dx dz 



dy dz 

+ dz* J 


: o, A Etant 


df 

• -j-s 

dz 


- d l< 

dz 


Mais si l’on ajoute aux termes de la premiere et de la deuxieme 
ligne horizontale ceux de la troisieme, multipliEs d’abord par p 
et ensuite par g, on aura plus simplement 


en posant 


a = xe , 


dx * 

d\f 

dx dy 

±£ _ 

dy* 


d-f 

JLL, 

dy dz 

, d\r 

1 dy dz ‘ 


d*f , 
d\f 

dx dz ^ 


df 


d' l f 


d f , 


P9-+-J- 


d*f , df t 

ft; 1 - 


V. Nous considErerons en premier lieu les surfaces develop- 
pables, enveloppes des positions d ; un plan mobile 


z olx -+- A y -t- B = o, 


pusiiiuiis u uiic apixci 


UUXXSLcXiiL 


xaju 


(x — A) 2 -t- (y — B) 2 -+- (z — a) 2 = a 2 , 
dont le centre decrit une combe qaelconque. Oil oblient alors 
i«Ao = i-H/> s -f-(.8 — a)r, 
i 1)1, = pq h-(z — a)s, 


-S = i + ? « + u-«)i, 

et le parametre a s’elimine au moyen des relations 

x — A -H(-s — a)/? = o, 7 — B-t-(z — a)y = o, 
qui donnent, en subslituant dans liquation de la sphere, 


z — a = .. . 

\/n-p 2 -t- 7 2 

On obtient ainsi liquation aux differences partielles du second 
ordre 

a 2 (s 2 — rt) — a[(i -+- q-)i' — ‘ipqs -+-(i -l -/> 2 )/] tA p~-+- q~ 

-t-(i 4- p--h «/ 2 ) 2 = 0. 

La relation g^nerale dont nous venons de faire usage, a savoir 

oJb 2 — A3 = o, 

peut encore se demontrer tres facilemenL comme il suit. Je 
reprends, a cet effet, les deux equations 

t?(x, y, z, a)= o, 
tp(a?, 7 , z, a) = o, 

pour les difFerentier successivement par rapport a x el y : en sup- 
posant que le parambtre variable tire de l’une d’elles en fonction 
de x, y, z , ait ete substitue dans l’autre. On obtient ainsi 

da da da da. da da da da 

dx dz da dx dy dz da dy 

d'\ d\ d^ da dii dii dii da 


s’evanouit, nous en concluons la relation suivante : 


do dy dy di p 

ofo? c/s P dy ^ dz ^ 


dy 

db db db 

~r -t- -r- p ~ - 
dx dz r dy 

Cela pose, prenons en particular 


db 

■Tz* 


/ df 

,, *)=±- 


«K^ r, *, *) 

on en tirera immediatement 


do dy d 1 f 

dx dzP dx- 


f__ 

dx dz l 


dy 

dy 


dty 

dx 


db 

-Tz? 


- JUL 


d\f 


dx dy dy dz 


d'b db d* f 
dy _r " dz^ ~ dy 2 


d- f 

1 dy dz 9 ' 


= iL 

dy 


d*f r 


h -£L, 

dx dz 

±f„ t 

dz 2 1 ~ 


df 

■ -r~ P, 
dz 1 

df 

dz q] 


. d f 


r = JU, 


d*f 


df , 


et, par suite, liquation cherchde 

Hi ) 2 — AS = O. 




VI. Nous ne nous sommes occupd jusqu’ici de la formation des 
equations aux differences partielles que dans le cas d’une fonction 
de deux variables. Considerons maintenant, par exemple, une 
fonction u de x, y, z, en la defmissant par ces trois equations, o(l 
entrent deux parametres a, (3 et un nombre quelconque n de fonc- 
tions arbitraires A, B, ..., L de ces parametres, savoir : 

y(x, y, z, u, a, (3, A, B, .. ., L) = o, 

(a?, y, z, u, a, j3, A, B, . . L)= o, 

0 (x, y, z, u, a, (3, A, B, .. ., L) = o. 
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XXXCLJIUUt; LJ U C pi C^CUCJ-UXllCJllj Cl UUXXiiCia puux ICSUllcll une expia- 

tion aux differences parliellcs d’ordre n. La meme conclusion 
s’obtiendra aussi en considerant les relations 

A*. y, 2, W, a, p, A, B, . . L)= o, ^ = o, 

mais elle n’a plus lieu si l’on pose seulement deux equations avcc 
un seul parametre variable, savoir 

f(cc,y, z, a, a, A, B, ..L) = o, 
ijj {x , y, z , u, a, A, B, . . ., L) = o, 

car alors on peut former une equation aux differences parlielles 
d’ordre n, represenlant le resultal do I’eliminaliou d’un nonibre de 
fonclions arbilraires superieuran et egal a -;/(n + i), Etquandle 
nombre des quantiles A, 13, ..L n'esl point compris dans celte for- 
mule, par exemplelorsqu’onle prend egal a quatre, desorte qu'onne 
puisse pas oblenir une equation aux ddrivdes partielles du deuxieme 
ordre, on parviendra, en inlroduisant les derivees du troisieme 
ordre, a plusieurs relations dislincles au lieu d’une seule. C’esl, la 
une circonslance que presenle soment 1’dliminalion des fonclions 
arbitrages, et je \ais en donner un exemple en considerant l’ex- 
pression 

« =/l>, y, f 2 (c)J, 

ou F ( (m) et F 2 (p) sont deux fonclions arbitrages de u et c, quj 
sont des fonctions delerminees de x el j . Qu’on fonne, en cll'cl, 
les derivees partielles du premier et du deuxieme ordre de z ) on 
obliendra six Equations ou entrent les quantites 

Fife,), F \(u). 

F 2 (cj, Fiu’b F"(rj, 

dont l’dlimination ne sera pas possible, en gdndral. Mais, en 
s’dlevant aux derivees parlielles du troisidme ordre, on ajoute 
quatre Equations en introduisant seulen.enl. deux nouvelles quan¬ 
tity F'"(«/), F'^'(t/), de sorte qu’il deviendra possible de former 
autant d’equalions du troisieme ordre qu’il j a de manieres d’dli- 


fonctions arbitrages donne lieu a une conclusion precise, a une 
seule et unique equation aux differences partielles, et j’indiquerai 
encore celle d’Euler, savoir : 

z = -+- ay)-\- F 2 (a? -+- by)-^. . F /£ (a? -t- ly). 

En faisant 

(x — a)(x — b)...{x — l)= x^-h px ,l ~ l -b qx a ~ 2 -\~. . s, 
on Lrouve facilement 

d' l z d' l z d^z d n z _ 

dy n P dx dy n ~ l ^ dai- dy> 1 -- ‘ s dx 11 

Ainsi, par exemple, l’expression 

* = Ft (a? H- ay)-h F a (x — ay) 

satisfait a l’equation 

d 2 z „ d 1 z 

-y— — = °) 

dy l dx 2 

qui s’offre dans d’importantes questions de Mecanique el de Phy¬ 
sique. 
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